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APRESENTACAO

Esse livro foi escrito para ser utilizado no curso de Licenciatura em Ma-
tematica a distancia, oferecido pela UFMG em diversos polos.

Tendo em vista que esse livro é destinado a cursos a distancia, o texto possui
caracteristicas especificas para assim ser utilizado.

Nesse livro definimos conjuntos, as operacdes sobre os mesmos, introduzimos
as nog¢oes de funcdes injetiva, sobrejetiva e bijetiva e de composta de duas
fungdes. Introduzimos os conceitos de conjuntos enumeraveis e nao enu-
merdveis, construimos os nuimeros racionais a partir dos inteiros, definimos
os numeros reais a partir do postulado de Dedekind e fazemos um estudo
de sequéncias numéricas e de limites. Assumimos que o aluno tenha visto
0s nimeros naturais e o nlimeros inteiros e que ele tenha familiaridade com
Principios da Boa Ordenacdo e da Inducao.

Na Aula 1 definimos conjunto, as operagdes sobre conjuntos (unido, in-
terse¢do, complementar, diferenca e produto cartesiano) e demonstramos as
relacdes de De Morgan. Introduzimos os conceitos de funcdes injetiva, so-
brejetiva e bijetiva e de composta de duas fungdes.

Na Aula 2 introduzimos os conceitos de conjuntos finito, enumeravel e nao-
emumeravel, o conceito de cardinalidade de um conjunto e provamos os
principais teoremas relacionados. Mostramos que os conjuntos Z e Q sao
enumerdveis e demos exemplos de conjuntos ndo enumeraveis.

Na Aula 3 introduzimos o conceito de classes de equivaléncia e construimos
os nuimeros racionais a partir dos inteiros, como classes de equivaléncia em
Z x Z*. Falamos sobre a representacdo decimal de nimeros racionais e
mostramos que \/E nao € um numero racional.

Na Aula 4 introduzimos o conceito de corpo ordenado, mostramos que o
conjunto dos nimeros racionais € um corpo ordenado, provamos algumas
desigualdades que valem para um corpo ordenado qualquer. Introduzimos os
conceitos de cotas superior e inferior, de infimo e de supremo de um conjunto.

Na Aula 5 definimos o conjunto dos niimeros reais a partir do postulado de
Dedekind, provamos varios resultados envolvendo os conceitos de infimo e
de supremo de um conjunto. Mostramos que niimeros racionais sao densos
em IR e definimos a raiz n-ésima de um ndmero real ndo negativo.
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Na Aula 6 demonstramos o Teorema dos Intervalos Encaixados e mostramos
que o conjunto dos nidmeros reais € nao enumeradvel. Falamos sobre valor
absoluto e desigualdades.

Na Aula 7 introduzimos os conceitos de sequéncia numérica e de limite de
sequéncias. Mostramos a unicidade do limite, provamos o Teorema do San-
duiche, falamos sobre as propriedades de limites e introduzimos o conceito
de subsequéncia.

Na Aula 8 introduzimos o conceito de sequéncia monétona, mostramos que
toda sequéncia mondtona limitada é convergente e provamos o Teorema de
Bolzano-Weierstrass. Definimos sequéncia de Cauchy e mostramos que uma
sequéncia de nlimeros reais é convergente se, e somente se, ela for de Cau-
chy. Falamos sobre a representacao decimal de nimeros reais.



NOTA DO EDITOR

A Universidade Federal de Minas Gerais atua em diversos projetos de Educacao
a Distancia, que incluem atividades de ensino, pesquisa e extensao. Dentre elas,
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1 Conjuntos e funcoes




AULA1: CONJUNTOS E FUNCOES

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender o conceito de conjunto e lidar com as operagdes sobre conjuntos.
2. Compreender os conceitos de fun¢des injetiva, sobrejetiva e bijetiva, bem como
a composi¢do de duas fungdes.

1.1 A definicdo de conjunto

Uma discussdo satisfatéria dos principais conceitos de analise (por exemplo, con-
vergéncia, continuidade, diferenciabilidade e integracdo) deve ser baseada no
conceito de conjunto.

Definic¢do 1.1. Um conjunto é uma colegio de objetos, conhecidos como elementos do
conjunto. Normalmente, usam-se letras maitisculas para denotar os conjuntos e letras
mintisculas para denotar os elementos de um conjunto.

Exemplo 1.1. A = {a,b,c,d} é o conjunto cujos elementos sdo a, b, c, d.

Exemplo 1.2. Exemplos muito importantes de conjuntos sio os conjuntos numéricos IN,
Z,Q e R, dos niimeros naturais, inteiros, racionais e reais, respectivamente.

Se um elemento a pertencer ao conjunto A, entdo denotamos este fato escrevendo
a € A, lé-se a pertence a A. Por outro lado, se 4 ndo for um elemento de A,
escrevemos a4 ¢ A, 1é-se a ndo pertence a A.

Exemplo 1.3. Se A = {—2,0,4,5},entdo0 € Ael ¢ A.

Definicao 1.2. Se todos os elementos de um conjunto A pertencerem ao conjunto B,
dizemos que A estd contido em B e escrevemos

A CB,

le-se A estdi contido em B. Equivalentemente, se todos os elementos de A pertencerem a
B, entdo B contém todos os elementos de A e dizemos que B contém A e escrevernos

B D A.
Exemplo 1.4. Se A = {-2,0,4,5} e B={-2,—1,0,2,4,5},entdo A C Bou B D A.

As vezes ndo sabemos a priori se um conjunto tem elementos, por isso é con-
veniente introduzir o conjunto chamado vazio, ou seja, o conjunto que ndo tem
elementos. Tal conjunto sera denotado pelo simbolo @.

Exemplo 1.5. Se A for o conjunto das raizes inteiras da equacio x> + 1 = 0, entio
A = @, pois o quadrado de qualquer inteiro é um inteiro nio negativo, portanto, x> + 1
vale pelo menos 1.

AULA 1: CONJUNTOS E FUNGOES
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1.2 Operacdes sobre conjuntos

Defini¢ao 1.3. Dados arbitrariamente dois conjuntos A e B, denotamos por A U B o
conjunto formado pela unido de A e B. Dizer que a € A U B significa que a pertence a
pelo menos um dos dois conjuntos A ou B.

Exemplo 1.6. Se A = {—2,0,4,5} ¢ B = {0,1,3}, entio
AUB ={-2,0,1,3,4,5}.

De maneira andloga, definimos a unido de um ndmero qualquer (finito ou nédo)
de conjuntos: se A,’s sdo conjuntos arbitrarios, onde os indices a’s pertencem ao
conjunto (), entdo a unido dos A,’s é denotada por U,cq A, e dizer que a pertence
a Upen Ay significa que a € A, para algum a € Q).

Definicao 1.4. A intersecio de dois conjuntos A e B, denotada por A N B é o conjunto
composto por todos os elementos que pertencem a A e a B ao mesmo tempo.

Exemplo 1.7. Se A = {-2,0,4,5} ¢ B = {0,1,3}, entio
ANB={0}.

De maneira andloga, definimos a intersecdo de um ntimero qualquer (finito ou
ndo) de conjuntos: se A,’s sdo conjuntos arbitrarios, onde os indices a’s perten-
cem ao conjunto (), entdo a intersecdo dos A,’s é denotada por NycqAy. Dizer
que a pertence a Ny Ay significa que a € A,, para todo a € Q).

Nas Figuras 1.1 e 1.2 as dreas hachuradas representam a unido e interse¢do dos
conjuntos A e B, respectivamente, através de diagramas de Venn.

Figura 1.1: AUB Figura 1.2: ANB.

Defini¢ao 1.5. Dizemos que dois conjuntos A e B sdo iguais e denotamos A = B, quando
todos os elementos de A pertencem a B e todos os elementos de B pertencem a A, ou seja,

A=B<= ACBeBCA,

"z :

onde o simbolo <= significa “¢é equivalente a” ou “se, e somente se”.

FUNDAMENTOS DE ANALISE |



Exercicio 1.1. Prove que ANB C A C AUB.
Sugestao: Para provar a dupla inclusio deve-se mostrar que ANB C Ae A C
AUB.

Exemplo 1.8. Mostraremos que
(AUB)NC=(ANC)U(BNC).

De fato, para provarmos a relacdo acima, temos que mostrar as seguintes in-
clusoes:

(AUB)NCC (ANC)U(BNC) (1.1)

(ANC)U(BNC) C (AUB)NC. (1.2)

A seguir mostraremos (1.1), ou seja, se x € (AUB)NC,entdox € (ANC)U (BN
C). De fato, se x € AUB e x € C, entdo temos uma das seguintes possibilidades:
(i)x € Aex € C,portantox € ANC,ou (ii) x € B e x € C, portanto, x € BN C.
Portanto, temos uma das seguintes possibilidades: x € AN Coux € BNC, logo

x € (ANC)U(BNCQC),

o que mostra (1.1).

A seguir, mostraremos (1.2), ouseja, sex € (ANC)U(BNC),entdox € (AUB)N
C. De fato,se x € (ANC) U (BNC), entdo temos uma das seguintes possilidades:
(i) x e ANBou (ii)) x € BNC.Nocaso (i) temosx € Aex € C,como x € A,
entdo x € AU B, portantox € AUBex € C, logo

xe (AUB)NC.

No caso (ii) temos x € Bex € C,como x € B, entdox € AUB, portantox € AUB
ex € C,logo
xe€ (AUB)NC,

o que mostra (1.2). O

Exercicio 1.2. Mostre que

(ANB)UC = (AUC)N (BUC).

AULA 1: CONJUNTOS E FUNGOES
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Exercicio 1.3. Mostre que as operagdes de unido e intersecdo sido comutativas e asso-
ciativas, ou seja,

AUB=BUA, (AUB)UC=AU(BUC), ANB=BNA,

AN(BNC) = (ANB)NC.

Exercicio 1.4. Mostre que
(i)se AUB = AUC, entio B=C,

(ii)se ANB = ANC,entio B = C.

Definic¢do 1.6. Dados dois conjuntos A e B, denotamos por A — B, o conjunto consis-
tindo daqueles elementos de A que ndo pertencem a B, formalmente,

A-B={xeA:x¢B}.

Na Figura 1.3 a drea hachurada representa a operacio A — B, através de diagrama de
Venn.

Exemplo 1.9. Note que
{1,2,3} — {2,3,4} = {1} e {2,3,4} — {1,2,3} = {4}.

Exercicio 1.5. Sejam A = {—2,—1,0,3} e B={0,1,3}, encontre A— Be B— A.

Definicdo 1.7. Se A C B, chamamos de complementar de A em relagio a B, o conjunto
B — A e o denotamos por A°(B).

Exemplo 1.10. Sejam A = {1,3} e B = {1,3,4,8}, entdo
A°(B) = {4,8}.

Em muitas situa¢des haverd um conjunto universo (poderia ser, por exemplo, o
conjuntos dos nimeros reais) e os demais conjuntos serdo subconjuntos dele. Em
particular, dado um conjunto A, por A° denotaremos o complementar de A em
relacdo ao conjunto universo.

FUNDAMENTOS DE ANALISE |



Definicao 1.8. A diferenca simétrica de dois conjuntos A e B, denotada por A A B, é
definida como
AANB=(A-B)U(B—-A).

Na Figura 1.4 a drea hachurada representa a operagio AAB, através de diagrama de Venn.

Exemplo 1.11. Se A = {1,2,4,5} ¢ B = {2,3,5}, entdo

A A B={1,34}.

Figura 1.3: A—B Figura 1.4: AAB

Exemplo 1.12. Mostre que
(AUB)—A=B—-A. (1.3)

De fato, para mostrarmos que (AU B) — A = B — A, temos que mostrar as se-
guintes inclusdes:

(AUB)—ACB—A (1.4)

B—AC (AUB)—A. (1.5)

A seguir mostraremos (1.4), ou seja, se x € (AUB) — A, entdo x € B — A. Tome
arbitrariamente x € (AUB) — A, entdiox € AUBex ¢ A. Massex € AUB,
significa que x € A ou x € B, mas por hipotese x ¢ A, logo x € B. Entdox € Be
x & A, o que significa que x € B — A, com isso provamos (1.4).

A seguir mostraremos (1.5), ou seja, se x € B — A, entdo x € (AU B) — A. Tome
arbitrariamente x € B— A,entdox € Bex ¢ A. Masse x € B, entdo x € A U B.
Entdox € AUBex ¢ A, o quesignifica que x € (AUB) — A, com isso provamos
(1.5). O

AULA 1: CONJUNTOS E FUNGOES
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Exercicio 1.6. Mostre que

(AUB)—B=A—-B. (1.6)

Teorema 1.1. (De Morgan) Seja (Ax)acq uma colegio de subconjuntos de S, entio
valem as sequintes relagoes:

S— UaeQAtx = mszQ(S - AIX)/ (1~7)

(0 complemento da unido é a intersecdo dos complementos) e

S — MyenAa = Upen (S — Ax), (1.8)
(0 complemento da intersecio é igual a unido dos complementos).

Prova. Suponha que x € S — U,eqnAy, entdo x ¢ Uy Ag, Ou seja, x ndo pertence
a nenhum dos A,, portanto, para cada a € (), temos x € S — A, portanto,
X € Ngeq(S — Ay), 0 que mostra que

S — UaEQAa - maeQ(S - Aoc)' (1-9)

Por outro lado, se x € Nye(S — Ap), entdo x € S — A,, para todo o € Q.
Portanto, para todo o € ), x € A,, portanto x ¢ U,A,, por conseguinte x €
S — UpenAq, 0 que mostra que

Nae(S — Ap) C S — UgenAa. (1.10)

De (1.9) e de (1.10), temos (1.7). Deixamos a demonstracdo de (1.8) para o aluno.
O

Note que (1.7) e (1.8) podem ser reescritas como
(UpAp)f = Ny AS e (N Ag) = U gAY,
respectivamente, onde o complementar é em relagdo ao conjunto S.

Se tivermos apenas dois conjuntos, digamos A e B, podemos tomar o comple-
mentar em relacdo a S = A U B. Neste caso temos

(ANB) = (AUB)— (ANB),
A°=(AUB) — A,

FUNDAMENTOS DE ANALISE |



B = (AUB) — B.

De (1.8
- (ANB)“ = A“UB,

portanto, das relagdes acima, temos concluimos que

(AUB)—(ANB)=((AUB)—A)U((AUB) — B). (1.11)
Exemplo 1.13. Mostraremos que
AAB = (AUB)— (ANB).
Note que

AAB = (A—-B)U(B—A) (usamos a defini¢do de AAB)
= ((AUB)—B)U((AUB)—A) (usamos (1.3) e (1.6))
= (AUB)—(ANB) (usamos (1.11)).

1.3 Produto cartesiano de conjuntos

Definicdo 1.9. Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, denotado por
A X B, é o conjunto dos pares ordenados (a,b), tais que quea € Aeb € B.

Exemplo 1.14. Sejam A = {1,2,3} e B = {2,4}, entdo
AxB=1{(1,2),(1,4),(2,2),(2,4),(3,2),(3,4)}.

Exercicio 1.7. Encontre o produto cartesiano dos conjuntos A = {0,1,4} e B =

(2,3},

Exercicio 1.8. Sejam X = {a,b},Y = {b,c,d} e Z = {b, e}.

(a) Encontre os conjuntos (X UY) x Ze (X x Z)U (Y X Z) e os compare.
(b) Encontre os conjuntos (X NY) x Ze (X x Z)N (Y X Z) e os compare.

AULA 1: CONJUNTOS E FUNGOES
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Teorema 1.2. Sejam X, Y, Z conjuntos, entio

(XUY)xZ=(XxZ)U(Y x Z) (1.12)

(XNY)xZ=(XxZ)N(Y x Z). (1.13)

Prova. Suponha que (a, b)
(a,b) € X xZou (a,b) €
mostra que

(XUY) x Z.Entdaob € Zea € Xoua € Y, portanto,
Y x Z), portanto, (a,b) € (X x Z)U (Y x Z), o que

€
(
(XUY)XZC (XxZ)U(YxZ). (1.14)

Por outro lado, se (a,b) € (X X Z)U(Y xZ),entdob € Zea € Xoua €Y.
Portanto (a,b) € (XUY) x Z, 0o que mostra que

(XxZ)U(YxZ)C (XUY)xZ. (1.15)
De (1.14) e (1.15), temos (1.12).
Para provarmos (1.13), suponha que (a,b) € (XNY) x Z, entdoa € XNY e
beZ Logoaec X,acYebe Z portanto (a,b) € (X x Z) e (a,b) € (Y x 2),
estas duas inclusdes implicam que (a,b) € (X x Z) N (Y x Z), ou seja,

(XNY)xZC (XxZ)N(Y x Z). (1.16)
Por outro lado, se (a,b) € (X x Z)N (Y x Z), entdo (a,b) pertence a (X x Z) e
(a,b) pertencea (Y x Z), o queimplicaa € X,a € Y,eb € Z. Portantoa € XNY
eb € Z, consequentemente, (4,b) € (XNY) X Z, ou seja,

(XxZ)N (Y xZ) C (XNY) x Z. (1.17)
De (1.16) e (1.17), temos (1.13). O
Definic¢do 1.10. O produto cartesiano A1 X Ay X Az X ... X Ay, dos conjuntos Ay, ..., Ay

é o conjunto das n-uplas (ay,a, ...,a,), ondea; € A;, parai =1,2,...,n.

Exemplo 1.15. Sejam X = {a,b}, Y = {c,d} e Z = {e}. Entdio X XY X Z =
{(a,c,e),(a,d,e),(b,c,e),(bd,e)}.

Exemplo 1.16. O espago R" é o produto cartesiano de IR com ele mesmo n vezes.
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1.4 Funcgodes injetivas, sobrejetivas, bijetivas
e compostas

Nesta secdo introduziremos rapidamente os conceitos de funcdes injetiva, sobre-
jetiva, bijetiva e de composicdo de duas fun¢des. Embora as defini¢des dadas se
apliquem a conjuntos arbitrarios, assumiremos que o aluno conheca apenas os
ndmeros naturais e inteiros. Os ntimeros racionais e reais serdo introduzidos nas
Aulas 3 e 5, respectivamente. Por isso nos restringiremos a exemplos de fung¢des
cujos dominios e contradominios sejam subconjuntos dos niimeros naturais e in-
teiros. Exemplos de fun¢des onde os dominios e contradominios serdo subcon-
juntos dos ntmeros reais serdo vistos no curso de Fundamentos de Anélise II,
quando falaremos de fun¢des de uma variavel real.

Defini¢ao 1.11. Dados arbitrariamente dois conjuntos A e B, dizemos que estd definida
sobre A uma fungdo f com valores em B, se para cada elemento x € A corresponder um
tinico elemento y € B, o qual denotamos por f(x). Simbolicamente f : A — B denota
uma fungdo definida em A e tomando valores em B. Os conjuntos A e B sio chamados de
dominio e contra-dominio de f, respectivamente. A imagem de f é o conjunto

{y € B:y=f(x),paraalgumx € A},
que denotamos por f(A).

Definicdo 1.12. Seja f : A — B uma fungio, onde A e B sdo dois conjuntos arbitrdrios.

Dizemos que f é injetiva ou injetora, se para todos x,y € A, com x # y, tivermos

f(x) # fy).

Dizemos que f é sobrejetiva ou sobrejetora, se para todo y € B existir algum x € A,
tal que y = f(x), ou seja, B = f(A).

Se f for injetiva e sobrejetiva, dizemos que f é uma fungdo bijetiva ou bijetora, neste
caso dizemos que existe uma bije¢do entre os conjuntos A e B.

Exemplo 1.17. Dados os conjuntos A = {1,2,3,4} e B ={1,2,3,4},seja f : A — B

definida por
f1) =4, f2) =1, f(3) =2, f(4) =3.

Entio f é injetiva, pois se x e y sdo elementos de A, com x # vy, entio f(x) # f(y).
Além disso, f é sobrejetiva, pois para todo y € B, existe pelo menos um x € A, tal que
f(x) =y. Como f é injetiva e sobrejetiva, entdo f é bijetiva.

Exemplo 1.18. Dados os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {1,2,3},sejaf : A — B

definida por
f(1)=2,f(2)=1,f(3) =3, f(4) = 3.

Entdo f ndo é injetiva, pois 3,4 € A,3 # 4e f(3) = f(4). Além disso, f é sobrejetiva,
pois para todo y € B, existe pelo menos um x € A, tal que f(x) = y. Como f ndo é
injetiva, entdo f ndo é bijetiva.
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Exemplo 1.19. Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {1,2,3},sejaf : A — B

definida por
f(1)=2f(2)=1, f(3) =2

Entdo f ndo é injetiva, pois 1,3 € A, 1 # 3 e f(1) = f(3). Além disso, f ndo é
sobrejetiva, pois 3 € B e nio existe x € A, tal que f(x) = 3.

Exercicio 1.9.

(i) Dé um exemplo de uma fungio f : {1,2,3} — {3,5,6,9} que seja injetiva.
(ii) E possivel definir uma fungdo g : {1,2,3} — {3,5,6,9} que seja sobrejetiva?
(iii) E possivel definir uma fungio h : {1,2,3} — {3,5,6,9} que seja bijetiva?

Exercicio 1.10. Quantas fungdes injetivas existem de {1,2,3} em {1,2,3} ?

Exemplo 1.20. Sejam N = {1,2,3,...} e f : N — IN, definida por
f(n) =n>+1.
Entdo f é injetiva, mas ndo é sobrejetiva.
De fato, suponha que m,n € IN e m # n, entdo
£(m) = f(n) = 1?2 = (m = n)(m+n) #0,

pois m # n, implica que m —n # 0 e m,n € IN, implica que m 4+ n € IN, portanto
m+n # 0. Como f(m) # f(n) sempre que m # n, concluimos que f é injetiva.
Note que, como o contradominio de f é IN, entdo 1 faz parte do contradominio
de f, mas ndo existe n no dominio de f, tal que f(n) = 1, pois se n € N, entdo
f(n) = n? +1 > 2, portanto f ndo é sobrejetiva. O

Exercicio 1.11. Seja f : Z — Z, definida por f(n) = 2n. A fungio f é bijetiva?

Exercicio 1.12. Mostre que a fungio f : N — IN U {0}, definida por f(n) =n —1
é bijetiva.
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Exercicio 1.13. Mostre que a funcio f : N — N, definida por f(n) = n? é injetiva.
Ela é sobrejetiva?

Exercicio 1.14. Seja 2IN o conjunto dos niimeros naturais pares, ou seja, o conjunto
dos niimeros da forma 2n, onde n € IN. Mostre que a fungio f : N — 2IN, definida
por f(n) = 2n, é bijetiva.

Exercicio 1.15. Mostre que a fungio ¢ : IN — Z, definida por

2 se n for par
_ 2/
¢(n) { — ”51, se n for impar

é bijetiva.

Exercicio 1.16. Mostre que h : IN — IN, definida por

| n+1, senéimpar
h(n)_{n—l, se n é par,

é bijetiva.

Exercicio 1.17. Mostre que a fungio f : N U {0} — IN U {0}, definida por f(n) =
| 5], onde | 5] éa parte inteira de %, é sobrejetiva, mas nio é injetiva.

Defini¢ao 1.13. (A composta de duas fungdes) Dados os conjuntos S, T e U, sejam
f:S—=Teg:T — U duas fungdes. A composta de g com f, denotada por go f,éa

fungio go f : S — U, definida por (go f)(x) = g(f(x)).

No curso de Fundamentos de Analise II falaremos com mais detalhes sobre a
composicdo de fungdes; para este curso basta o aluno saber a definicdo dada
acima.
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Teorema 1.3. Sejam S, T, U conjuntos, f : S — T e g: T — U fungoes.

(a) Se f e g forem injetivas, entdo a composta g o f é injetiva.
(b) Se f e g forem sobrejetivas, entdo a composta g o f é sobrejetiva.
(c) Se f e g forem bijetivas, entiio a composta g o f é bijetiva.

Prova. Suponha que f e g sejam injetivas. Sejam x,y € Se x # y. Como f e g sdo

injetivas, temos f(x) # f(y), como g é injetiva, temos g(f(x)) # g(f(y)), o que

mostra que g o f é injetiva.

Suponha que f e g sejam sobrejetivas. Dado arbitrariamente y € U, mostraremos
que existe x em S, tal que f(g(x)) = y. De fato, como g é sobrejetiva, dadoy € U,
existe z € T, tal que g(z) = y. Como f é sobrejetiva, existe x € S, tal que f(x) = z.
Entdo, g(f(x)) = g(z) =y, portanto, g o f é sobrejetiva.

O item (c) segue de (a) e (b), por qué? O
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AULA2: CONJUNTOS ENUMERAVEIS E
CONJUNTOS NAO ENUMERAVEIS

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de conjunto enumerdavel e ndo enumeravel e de car-
dinalidade de um conjunto.

2. Saber provar que os conjuntos dos nimeros naturais, dos ntimeros inteiros e
dos niimeros racionais sdo enumeréaveis.

3. Saber dar exemplos de conjuntos ndo enumeréveis.

2.1 Conjunto finito e cardinalidade

Definicao 2.1. Dizemos que um conjunto A é finito, se ele contém um niimero finito de
elementos. Dado um niimero inteiro positivo n, dizemos que A tem n elementos, se existir
uma bijegdo

p:{1,2,...,n} - A.

Portanto, podemos escrever
A={ay,...,a,},

onde a; = ¢(i). Se um conjunto ndo for finito, dizemos que ele é infinito.

Defini¢do 2.2. Dado um conjunto finito A, chamamos de cardinalidade de A, denotada
por | A|, o niimero de elementos de A.

Exemplo 2.1. Por exemplo, se A = {a,b,c}, entio |A| = 3.

Sejam A e B conjuntos finitos. As afirmacdes abaixo seguem imedidatamente da
definicdo de cardinalidade.

(a) Se B C A, entdo |B| < |A].
(b) Se A e B forem disjuntos, entdo

[AUB| = |A| +B]. 2.1)
(©) |4 x B| = |A] . |B].

Definicao 2.3. Se um conjunto for infinito, dizemos que a sua cardinalidade é infinita,
em particular os conjuntos N, Z, Q e R tém cardinalidades infinitas.

Teorema 2.1. Sejam A e B dois conjuntos finitos, entdo |A| = |B| se, e somente se,
existir uma bijecdo f : A — B.
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Prova. Suponha que |A| = |B| = n, mostraremos que existe uma bije¢do f : A —
B. Podemos escrever A = {ay,...,a,} e B={by,...,b,}, onde a; # ajeb; # b,
para todo i # j. Seja f : A — B definida por f(a;) = b;, parai =1,...,n. Entdo f
é bijetiva, por qué?

Suponha que exista uma bije¢do f : A — B. Mostraremos que |A| = |B|. Sejam
|A| = m e |B| = n, podemos escrever A = {ay,...,am} € B = {by,...,b,}. Note
que f(a;) € B, para todo i, e como f ¢é injetiva, f(a;) # f(a;), para todo i # j.
Portanto B tem pelo menos m elementos, ou seja,

B| > |Al

Como f é sobrejetiva, para todo b € B existe pelo menos um a € A, tal que
f(a) = b. Como f é injetiva, existe no maximo um a € A tal que f(a) = b.
Portanto, como f é bijetiva, para todo b € B existe exatamente um a € A, tal que
f(a) = b, isto nos permite definir uma fun¢do g : B — A, tal que g(b) = 4, onde
f(a) = b. A fungdo g é bijetiva, por qué? Seja c; = g(b;), entdo ¢; € A, para
i =1,...,n, como g ¢é injetiva, entdo ¢; # cj, parai # j, portanto A tem pelo
menos 1 elementos, ou seja,
|A| > B.

Das desigualdades |B| > |A e |A| > |B|, concluimos que |A| = |B]. O

Exercicio 2.1. Seja A = {—1,2,0,6}. Dé um exemplo de uma funcio injetiva do
conjunto A nele mesmo. Observe que a sua fungdo é sobrejetiva.

Independentemente da funcao injetiva que o aluno tenha considerado no exercicio
anterior, ela necessariamente é sobrejetiva e isto € uma consequéncia da préxima
proposicgao.

Proposicao 2.1. Se A for um conjunto finito, entdo qualquer fungio injetiva ¢ : A — A
é sobrejetiva.

Prova. Seja n o nimero de elementos do conjunto A. Quando n = 1, a proposic¢do
é verdadeira, pois se A possui apenas um elemento, digamos, A = {a}, entdo a
Unica fungdo ¢ : A — A, é ¢(a) = a, que é claramente e injetiva e sobrejetiva.

Suponha que tenhamos provado que a proposigao seja verdadeira para qualquer
conjunto com B elementos. Seja A um conjunto qualquer com p + 1 elementos
ep: A — A, uma funcdo injetiva. Suponha que ¢ ndo fosse sobrejetiva, mos-
traremos que isto nos levaria a um absurdo. De fato, se ¢ ndo fosse sobrejetiva,
existiria algum elemento a € A, tal que a ndo pertence a imagem de ¢. Seja
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B=A—-{a}ey :B — B, tal que ¥(y) = ¢(y), para todoy € B. Como ¢ é
injetiva, entdo 1 também é injetiva, por qué? Sendo ¢ injetiva e como B tem S
elementos, da hipétese de indugdo, segue que ¢ é sobrejetiva. Como a ndo estd
na imagem de ¢, entdo ¢(a) # a. Portanto ¢(a) € B, como i é sobrejetiva,
existe b € B, portanto, b # a4, tal que ¥(b) = ¢(a), como ¢(b) = ¢(b), teriamos
¢(b) = ¢(a), o que é uma contradicdo, pois ¢ é injetiva. O

Exercicio 2.2. Seja ¢ : IN — IN, definida por ¢(n) = n + 1, esta fungio é injetiva,
mas ndo é sobrejetiva, pois o niimero 1 ndo faz parte da sua imagem. Este é um
exemplo de uma fungdo injetiva de um conjunto nele mesmo, que nio é sobrejetiva.
Isto contraria a Proposigdo 2.1, por queé?

2.2 O conjunto P(A)

Defini¢do 2.4. Dado um conjunto finito A, definimos P(A) como o conjunto cujos
elementos sio os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = {1,2,3}, entdo

P(A) =19,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},12,3}, {1, 2,3} }.
Teorema 2.2. Seja A um conjunto finito, entio
P(A)| =214, 2.2)

Prova. A demonstrac¢do serd por indugdo no nimero de elementos do conjunto
A.Se |A| =1, digamos A = {a}, entdo

P(A) = {2 {a}},
logo |P(A)| = 2 = 2! = 2/4], portanto (2.2) é verdadeira para n = 1.
Mostraremos que se (2.2) for verdadeira para qualquer conjunto com k elemen-

tos, entdo ela serd verdadeira para qualquer conjunto com k + 1 elementos e, por
inducao, concluiremos que (2.2) vale para qualquer conjunto finito A.

Suponha que (2.2) seja verdadeira para qualquer conjunto com k elementos e seja
A um conjunto com k + 1 elementos, digamos

A= {xl,. . .,xk+1}.

Defina P(A) como o subconjunto de P(A) formado por aqueles subconjuntos de
A que contém xy ;1. Entdo P({x1, ..., xx}) é precisamente o subconjunto de P(A)
formado por aqueles subconjuntos de A que ndo contém x, 1. Logo

P({x1,...,x})NP(A) =@
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P{x1,..., %1}) = P({x1,..., 5} ) UP(A),

portanto, de (2.1), temos
Pz ma Dl = [P{x, x|+ [P(A)].
Note que os elementos de P (A) sdo da forma B U {xj1}, para algum

Be P({x1,...,xx}),

portanto P(A) e P({x1,...,x}), ttm o mesmo niimero de elementos, ou seja,

P(A)| = [P({x, 3}
Como {x1,...,x;} tem k elementos, entdo pela hip6tese de indugéo,
P, xd)| =25
portanto
P({x1, -k ) =2 [P({xy, . )| = 226 = 21

e com isso concluimos a demonstracao. [

Exemplo 2.2. Se X e Y sdo conjuntos, entio
PX)NPY)=P(XNY) e PX)UP(Y) CP(XUY).
Prova. Note que

AeP(X)NP(Y) < ACXeACY
= ACXNY<= AecP(XnNY).

Por outro lado,

AePX)UP(Y) «— ACXouACY
— ACXUY
<~ AeP(XUY).

]

Lema 2.1. Se A for um conjunto infinito, entdo existe uma fungdo injetiva ¢ : A — A,
que nio é sobrejetiva.
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Prova. Se A for infinito, nenhuma lista finita de elementos a4, ..., 4,...,a, pode
incluir todos os elementos de A. Entdo existe uma lista infinita aqy,ap,...,4a,,...
de elementos de A que sdo distintos (ou a; # a;sei # ). Seja ¢ : A — A, definida
como ¢(a,) = a,41, para todo n e ¢(x) = x para todos os elementos de A que
nao estdo incluidosemay, a, ..., a,, . ... Entdo ¢ é uma fungdo injetiva (por qué?),
cujo imagem é A — {a1} (por qué?), portanto esta fun¢do nédo é sobrejetiva. O

Proposic¢do 2.2. Um conjunto A é infinito se, e somente se, existir uma fungio injetiva
¢ : A — A que ndo é sobrejetiva.

Prova. Se A for infinito entdo, pelo Lemma 2.1, existe uma funcéo injetiva ¢ :
A — A, que ndo é sobrejetiva.

Por outro lado, a Proposicdo 2.1 diz que se A for finito, entdo toda fung¢do injetiva
¢ : A — A é sobrejetiva. Portanto, se existir alguma fungdo injetiva ¢ : A — A
que ndo seja sobrejetiva, entdo A é infinito. O]

Exercicio 2.3. Dada f : A — B, prove que as afirmagdes abaixo sio verdadeiras.

(a) Seja f injetiva, se A for infinito, entdo B é infinito.
(b) Seja f sobrejetiva, se B for infinito, entdo A é infinito.

Resolucdo. (a) Mostraremos que se B for finito, entdo A é finito. Se B tem n
elementos, entdo como f(A) C B, segue-se que f(A) tem no méximo n ele-
mentos. Seja k o nimero de elementos de f(A), entdo k < n. Como f(A) tem
k elementos, podemos escrever f(A) = {by,...,bx}. Como f é injetiva, para
cada b; € f(A) existe exatamente um a; € A, tal que f(a;) = b;. Afirma-
mos que A = {aj,...,a;}, logo A tem k elementos. De fato, se a € A, entdo
f(a) = b;, para algumi = 1,...,k, portanto a = a;, logoa € {ay,...,ax}, o que
mostra que A C {ay,...,a;}, por outro lado, por defini¢do, cada a; € A, logo
{a1,...,ar} C A. Destas duas inclusdes, concluimos que A = {ay,...,a;}.

(a) Mostraremos que se A for finito, entdo B é finito. Se A tem n elementos, po-
demos escrever A = {ay,...,a,}. Como f(A) = {f(a1),...,f(an)}, concluimos
que f(A) tem no médximo n elementos. Como f é sobrejetiva, entdo B = f(A),
portanto B tem no médximo n elementos, portanto B é finito. O]

Exercicio 2.4. Sejam A um conjunto finito e B um conjunto infinito. Prove que
existe uma fungdo injetiva f : A — B e uma fungdo sobrejetiva g : B — A.
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Resolu¢do. Suponha que A tenha n elementos, entdo podemos escrever A =
{a1,...,a,}. Sejam by, ..., by, elementos distintos de B. Seja f : A — B definida
por f(a;) = b;, parai = 1,...,n, entdo f é injetiva. Por outro lado, a fungdo
g : B — A definida por g(b;) = a;, parai = 1,...,n—1e f(b) = ay,, para
beB—{by,...,b,_1} ésobrejetiva. O

2.3 Conjuntos enumeraveis

Definicdo 2.5. Dizemos que um conjunto A é enumerduvel, se ele for finito ou se existir
uma fungdo bijetiva ¢ : IN — A. A fungdo ¢ se chama uma enumeragdo dos elementos
de A. Escrevemos

(1) =a1, ¢(2) =ay, ..., (n) =ay, ...

portanto
A={ay,ay,...,an,...}.

Portanto, se um conjunto A for infinito e enumerdvel, podemos indexar (rotular) os
elementos de A usando com niimeros naturais como indices.

Exemplo 2.3. Note que o conjunto IN é enumerdvel, pois a fungdo ¢ : IN — IN, definida
por ¢(n) = n é bijetiva.

Exemplo 2.4. O conjunto {2,4,6, ...} é enumerivel.

De fato, o esquema abaixo nos sugere como definir uma fun¢do ¢ : IN — {2, 4, 6,
8,...,2n, ...}, de modo que ela seja uma bijecao:

123 4 5 6 7 ... n

L T T S R -
2, 4, 6, 8 10, 12, 14, ..., 2n,

Note que ¢(n) = 2n. A funcéo ¢ é bijetiva, por qué? O

Exemplo 2.5. O conjunto —1, -2, -3, —4,...,—n,... é enumerdvel.

De fato, 0 esquema abaixo nos sugere como definir uma fungdo ¢ : N — {-1, -2,
-3,-4,...,7,...} de modo que ela seja uma bijegdo:

1 2 3 4 5 6 7 ... n

R A S S S PP
-1, -2, -3, -4, -5, =6, =7, ..., -n,

Note que ¢(n) = —n. A funcdo ¢ é bijetiva, por qué? O
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Exemplo 2.6. O conjunto dos inteiros
z={.,-2,-1012,...}
é enumerdvel.

De fato o esquema abaixo nos sugere como definir uma fungdo ¢ : N — Z de
modo que ela seja uma bijecdo:

12 3 4 5 6 7 8 9 ...2n 2n+1
S T N T R
0,1 -1, 2 -2, 3 -3, 4 -4 ... n -n

Note que ¢ é definida da seguinte forma ¢(1) =0, p(2n) =ne ¢(2n+1) = —n.
Afirmamos que ¢ é bijetiva, por qué? O

Teorema 2.3. Se A C N, entido A é enumerdiuvel.

Prova. Se A for finito por definigdo ele é enumeravel e ndo teriamos nada a fazer.
Suponha que A seja infinito. Como A é infinito, entdo A e qualquer subcon-
junto de A do qual retiramos apenas um ntmero finito de elementos sera nao
vazio. Pelo principio da boa-ordenacédo, todo subconjunto ndo vazio de IN pos-
sui um menor elemento, seja 4; 0 menor elemento de A, a, o menor elemento
de Ay = A —{a1}, a3 o menor elemento de A, = A — {a1,a,}, procedendo
desta forma, definimos a,, como o menor elementode A, 1 = A —{ay,...,a,_1}.
Como a,41 > ay, afungdo ¢ : N — A, definida por

¢(n) = ay

é injetiva. Para mostrarmos que ela é sobrejetiva, basta mostrarmos que A =
{a1,...,a4,...}. Suponha que houvesse algum a € A, tal que a # a,, para todo
n. Entdo a pertenceria a A, para todo n, o que implica que a > a,, para todo
n. Portanto a, seria um nimero natural maior do que todos os elementos de um
conjunto infinito de nimeros naturais {ay,...,an,...},0 que é impossivel. L]

Coroldrio 2.1. Seja g : A — B uma bijegdo, onde B é um subconjunto de IN, entio A é
enumerduvel.

Prova.
Se B for finito, como g é uma bijecdo, entdo A também sera finito (|A| = |B| por
qué?), portanto enumeréavel.

Se B for infinito, como ele é enumeravel, vimos na demonstracdao do Teorema 2.3
que existe uma bijecdo ¢ : B — IN. Entao, pelo Teorema 1.3, go ¢ : A — IN é uma
bijecdo, por ser composta de bije¢des, portanto, A é enumeravel. O
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Coroldrio 2.2. Seja f : A — B injetiva. Se B for enumerdvel, entdo A também serd.

Prova.

Se B for finito, como f € injetiva, entdo A também sera finito (|A| < |B| por qué?),
portanto enumerével.

Se B for infinito, como B é enumeréavel, entdo existe uma bijecdo ¢ : B — IN.
Como f e ¢ sdo injetivas, entdo pelo Teorema 1.3, a composta po f : A — N
também é injetiva. Portanto ¢ o f é uma bijecdo de A sobre a sua imagem, a qual
é enumeréavel por ser um subconjunto IN, isto decorre do Teorema 2.3. Portanto,
mostramos que existe uma bijecdo de A sobre um subconjunto de IN e pelo Co-
roldrio 2.1, temos que A é enumeréavel. O]

Exemplo 2.7. Mostre que todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

De fato, seja B um conjunto enumerédvel e A um subconjunto de B. Considere a
fungdo f : A — B definida por f(x) = x. Entdo f é injetiva e, pelo Coroldrio 2.2,
A também é enumeravel. O

Corolario 2.3. Seja f : A — B sobrejetiva. Se A for enumerdvel, entdo B também serd.

Prova. Como f é sobrejetiva, dado b € B, podemos tomar a € A, tal que f(a) = b.
Isto permite-nos definir uma fungdo ¢ : B — A, tal que g(b) = a, portanto
f(g(b)) = f(a) = b, paratodo b € B. Se by # by, entdo g(b1) # g(b); pois
g(by) = g(by) implicaria f(g(b1)) = f(g(b2)), o que seria um absurdo, pois
f(g(b1)) = by e f(g(b2)) = by e, por hipétese, by # by. Logo, g € injetiva e A
é enuméravel, entdo pelo Corolério 2.2 B é enumeréavel. O

Exemplo 2.8. O produto cartesiano IN x IN é enumerdvel.

De fato, apresentaremos duas maneiras para mostrar o resultado acima.

A primeira maneira é a seguinte: disponha os elementos de IN x IN na forma
abaixo (na n-ésima linha colocamos todos os elementos do produto cartesiano
IN x IN, cuja primeira coordenada é n, ou seja, elementos da forma (1, ), onde
j=12,...):

(1,1) — (1,2) (1,3) — (1,4) (1,5)
e / v /

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
P < / e

(3,1) (3,1) (3,3) (3,4) (3,5)
e / v /

(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5)
L e / 4

(51) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)
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A partir do elemento (1, 1) seguimos as setas para obter o elemento seguinte:
(1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(2,2),(1,3),(1,4),(2,3), . ... (2.3)

Com isso definimos ¢ : IN x IN — IN, de modo que ela leva o n-ésimo elemento
de (2.3) no niimero inteiro positivo n. Claramente a func¢do ¢ é injetiva, portanto,
pelo Corolario 2.2, N x IN é enumerével.

A segunda maneira é a seguinte: seja ¢ : IN x IN — IN, definida por ¢(m,n) =
2"".3". Pela unicidade da decomposi¢do de um ntimero inteiro positivo em fatores
primos, ¢ é injetiva e pelo Corolario 2.2, segue que IN x IN é enumeravel. O

Note que na definicdo de ¢ na segunda demonstragdo poderiamos ter tomado
dois primos quaisquer, ao invés de 2 e 3.

Exemplo 2.9. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é enumerduvel.

De fato, sejam A e B dois conjuntos enumerdveis, entdo existem bije¢des f : N —
Aeg:IN — B. Defina ¢ : N x N — A x B, dada por ¢(m,n) = (f(m),g(n)).
Como f e g sdo sobrejetivas, entdo ¢ também serd sobrejetiva. Sendo ¢ sobre-
jetiva e IN x IN enumerdvel, pelo Corolario 2.3, concluimos que A x B é enu-
meravel. O

Coroldrio 2.4. A unido enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enumerdovel.

Prova. Sejam Ay, Aj,..., Ay, ... conjuntos enumeraveis, entdo existem bije¢Ges
fi:IN—= A, fo:IN = Ay, ..., fu :IN = Ay, ... Seja A = UrolozlAn, de-
fina f : N xIN — A, fazendo f(m,n) = f,(m), entdo f é sobrejetiva, pois dado
a € A entdoa € A, para algum n, portanto, a = f,(m) = f(m,n), para algum
m. Sendo f sobrejetiva e como IN x IN é enumerdvel, entdo pelo Corolario 2.3,
concluimos que A é enumeravel. O

Exemplo 2.10. O conjunto

Q:{@:m,nez,n#o}

n

é enumerdvel.

De fato, seja Z* = Z — {0}, entdo sendo Z* um subconjunto de Z que é enu-
merével, ele é enumerdvel. Por outro lado Z x Z*, sendo o produto de dois
conjuntos enumeréveis, ele é enumerével. A funcdo ¢ : Z x Z* — Q, definida

por

m
p(m,n) = "

é sobrejetiva, pelo Corolario 2.3, concluimos que Q é enumerével. O
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Definicdo 2.6. Dados dois conjuntos A e B, dizemos que eles tém a mesma cardinalidade
se, e somente se, existir uma bijegdo entre eles. Em particular, os conjuntos IN, Z e Q,
tém a mesma cardinalidade.

2.4 Conjuntos ndo enumeraveis

Defini¢ao 2.7. Um conjunto que ndo é enumerdvel é dito ser nido enumerduvel.
Muitos conjuntos que aparecem em matematica sdo ndo enumeraveis.

Exemplo 2.11. (Um exemplo de conjunto ndo enumerivel) Seja A o conjunto de todas
as fungdes f : N — {0, 1}, entdo A é ndo enumerdvel.

De fato, se A fosse enumerdvel, entdo poderiamos escrever

A={fi,foirfur-}s

onde para cada i € IN, f; é uma fungdo de N em {0,1}. Em particular, dado
arbitrariamente uma funcdo f : N — {0,1}, entdo deveriamos ter f = f;, para
algum i € IN. Mostraremos a seguir que existe uma fungdo f : N — {0,1}, tal
que

f # fi, paratodoie€ NN, (2.4)

0 que nos levaria a um absurdo. Este absurdo surgiu da nossa hip6tese de A ser
enumerével, com isso concluiremos que A é ndo enumeréavel.
A seguir mostraremos (2.4). De fato, para cada i € IN defina

. 0, sefi(i)=1
f(l):{ 1, EE%;:O ’

entdo por construcao temos f(1) # f1(1), f(2) # f2(2),..., f(i) # fi(i),... Dado

i € N, como f(i) # fi(i), entdo f e f; diferem pelo menos no ponto i, portanto

f # fi U

Observagdo 2.1. Na Segio 6.2 mostraremos que o conjunto dos niimeros reais é nio
enumerduvel.

Exemplo 2.12. Assumindo que o0s reais sGo ndo enumerdveis, mostraremos que o con-
junto dos irracionais, R — Q, é ndo enumerdvel.

De fato, sabemos que R = QU (R — Q) como Q é enumeravel, se R — Q também
fosse enumerével, sendo a unido de dois conjuntos enumerédveis enumeréavel,
entdo concluiriamos que R seria enumerével, o que seria falso, tendo em vista
a Observacao 2.1. O

Como o conjunto R — Q dos irracionais é ndo enumeravel, segue-se que, em ter-
mos de cardinalidade, existem muitos mais nameros irracionais do que racionais.
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Exercicio 2.5. Assumindo que R seja nio enumerdvel, mostre que o intervalo (—1,1)
é ndo enumerduvel.

Sugestdo: Mostre que a fungio f : R — (0,1), definida por f(x)
e use o Coroldrio 2.2.

I
= T4 € injetiva

Proposicao 2.3. Dado um conjunto A, nio existe uma fungio sobrejetiva f : A —
P(A).

Prova. Seja f : A — P(A) uma fungdo qualquer, mostraremos que f ndo é
sobrejetiva, ou seja, mostraremos que existe algum subconjunto de A, denotado
por Z¢, tal que Zy # f(x), para todo x € A. Afirmamos que

Zr={xc€A:x¢f(x)}

tem as propriedades desejadas. De fato, dado x, € A, temos uma das seguinte
possibilidades: (i) x, € f(x,) = x, ¢ Zy, logo, f (x0) # Zys, ou (ii) x, ¢
f(x0) = x0 € Zg, logo, f(xo) # Zs. O

Corolario 2.5. O conjunto P(IN) é ndo enumerdvel.

Prova. Se P(IN) fosse enumerdvel, entdo existiria uma fungdo bijetiva f : N —
P(IN), sendo f bijetiva, ela é sobrejetiva, o que contrariaria a Proposi¢dao 2.3. [
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2.5 Exercicios

Exercicio 2.6. O conjunto dos niimeros primos {2,3,5,7,11,13,17,...} é enumerduvel,
por qué?

Exercicio 2.7. O conjunto dos niimeros inteiros impares {1,3,5,7,9, ...} é enumerdivel?
Exercicio 2.8. O conjunto {1,1/2,1/3,1/4,1/5, ...} é enumerivel?

Exercicio 2.9. O conjunto Q* = {(x,y,z) : x,y,z € Q} é enumerdvel?

Exercicio 2.10. Sejam A e B conjuntos disjuntos enumerdveis e infinitos. Entdo existem
bijecoes f : IN — Ae g :IN — B. Defina
h(n) = f(%3),  sen forpar
g("3Y), sen for impar -
Mostre que h é bijetiva e conclua que A U B é enumerdvel.

Exercicio 2.11. Sejam A e B conjuntos e B ndo enumerdvel. Prove que se existir uma
fungdo sobrejetiva de A em B, entdio A é nio enumerdvel.

Exercicio 2.12. Suponha quen € Ne f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Mostre que f
é injetiva se, e somente se, f for sobrejetiva.

Exercicio 2.13. Decida quais das afirmacoes abaixo sdo verdadeiras e quais sdo falsas.
Prove as verdadeiras e dé contra-exemplos para as falsas.

(a) Seja E um conjunto. Se existir uma fungdo sobrejetiva f de E em IN, entdo E é enu-
merdvel.

(b) Um racional diddico é da forma n /2", para algumn € Z e m € IN. O conjunto dos
racionais diddicos é ndo enumerdvel.

(c) Suponha que A e B sejam conjuntos e que f : A — B seja injetiva. Se A for ndo
enumerdvel, entdo B é nio enumerduvel.

(d) O conjunto das partes Z, P(Z), é enumerivel.

(e) Sejam A e B conjuntos, onde B ndo enumerdvel. Entdo A N B e AU B sdo ndo enu-
merdoeis.

(f) Sejam Eq, Ey, . .., conjuntos finitos e
E=E{ XEyXE3x...= {(xl,xz,x3,...) DX € Ei,i € N},

entio E é nido enumerdoel.
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AULA3: OS NUMEROS RACIONAIS

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender o conceito de classes de equivaléncia.

2. Compreender a construgdo dos ntimeros racionais a partir dos ntimeros intei-
ros, usando o conceito de classes de equivaléncia.

3. Transformar uma representacdo decimal de um niimero racional em uma fragao.

4. Dar exemplos de niimeros que ndo sdo racionais.

3.1 Relac¢oes de equivaléncia

Definicao 3.1. Uma relagdo bindria R sobre um conjunto ndo vazio A é um subconjunto
ndo vazio de A x A. Se (a,b) € R, dizemos que a estd relacionado (ou R-relacionado) a
b e escrevemos a Rb. Se (a,b) ¢ R, dizemos que a e b ndo estio relacionados e denotamos

a Rb.

Exemplo 3.1. Sejam A = {a,b,c} e R = {(a,a),(b,a),(c,c)}. EntdoaRa, bRae
¢ Rc. Por outro lado, os pares ordenados (a,b) e (b, b) ndo estido em R, portanto a Kb e

b Rb.
Exemplo 3.2. Seja A = {a,b,c} e R definida por x Ry se, e somente se, x = y. Entdo

R ={(a,a),(b,b),(cc)}.

Definicao 3.2. Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relagdo bindria sobre A. Dizemos
que

(i) R é reflexiva se para todo x € A, temos xRx.

(ii) R é simétrica se para quaisquer x,y € A, se xRy, entio yRx.

(iii) R é transitiva se para quaisquer x,y,z € A, se xRy e yRz, entdo xRz.

(iv) R é uma relagdo de equivaléncia se ela satisfizer as propriedades (i), (ii) e (iii),

ou seja, se ela for reflexiva, simétrica e transitiva.

Exercicio 3.1. Seja R a relagio em Z definida por xRy se, e somente se x = y. Mostre
que R é uma relagdo de equivaléncia.

AULA 3:0S NUMEROS RACIONAIS

41



42

Exemplo 3.3. Considere o conjunto Z dos niimeros inteiros e a relagdo R, tal que xRy se,
e somente se, x — y for miiltiplo de 3. Mostraremos que R é uma relagdo de equivaléncia.

De fato, por definicdo xRy se, e somente se, x —y = 3k, onde k é um inteiro.
Em particular, x —x = 0 = 3.0 e, portanto, R é reflexiva. Por outro lado,
se xRy, entdo x —y = 3k, logo y —x = —3k = 3(—k) e concluimos que R é
simétrica. Finalmente, se xRy e yRz, entdo x —y = 3k; e y —z = 3ky, entdo
x—z=(x—y)+ (y—z) = 3k; + 3k, = 3(ky + k), portanto, xRz, o que mostra
que R é transitiva. Sendo R reflexiva, simétrica e transitiva, entdo R é uma relacdo
de equivaléncia. O

Se R for uma relagdo de equivaléncia sobre A, dado a € A, definimos
a={x €A : xRa}, (3.1)

como sendo a classe de equivaléncia do elemento a relativa a relacdo R.

Note que em virtude da propriedade reflexiva, aRa, portanto a € @, logoa # ©.
Com isso toda classe de equivaléncia é ndo vazia.

Se aRb, entdo de (3.1), temos B
acb.

Além disso, se aRb, pela propriedade simétrica, bRa e de (3.1) concluimos que
b ea.

Logo, se aRb, temos b € aea € b.

Afirmamos que se aRb se e, somente se,
a=>.
De fato, seja x € @, entdo xRa, logo temos xRa e aRb. Em virtude da transitivi-
dade, temos xRb, o que implica que x € b, logo todo elemento de 7 estd em b.
Portanto _
achb.
Analogamente, trocando-se os papéis de a e b, concluimos que
bcCa.
Mostramos que @ C b e b C @, o que significa que @ = b.
Afirmamos que se 2 N b # @, entdo a = b. De fato,se x € aNb,entdo x € d e

x € b, o que implica que xRa e xRb, mas xRa implica aRx. Portanto, temos aRx e
xRb, logo pela propriedade transitiva, temos aRb, mas vimos que isto implica

a=>0.
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Portanto, duas classes de equivaléncia ou sdo iguais ou sdo disjuntas.

Mostraremos que
A — UE[GAE'

Por defini¢do cada classe de equivaléncia é um subconjunto de A, portanto
Ugeaa C A. (3.2)
Dado a € A, vimos que a € g, portanto, 2 € Uyc4X, 0 que mostra que
A C Ugepa. (3.3)

Das inclusdes (3.2) e (3.3) concluimos que A = U,c 44.

Em resumo, mostramos que uma relacdo de equivaléncia R num conjunto nao
vazio A o decompde numa unido disjunta de classes de equivaléncia.

O conjunto
{a:acA}

é chamado de quociente de A pela relagio R e é denotado por A/R, isto é
A/R={a :a€ A}

Exemplo 3.4. Seja R a relagio em Z. definida por xRy se, e somente se, x — y for miiltiplo
de 3. Mostraremos que

Z/R={0,1,2}.

De fato, dado um ntimero inteiro x, o resto da sua divisdo por 3 s6 pode ser 0,
1 ou 2, portanto, podemos escrever x = 3k 4 r, onde r é igual a 0, 1 ou 2. Logo
x —r = 3k, o que implica que xRr, portanto x estd na classe de equivaléncia de r.
Entdo, temos apenas as trés classes de equivaléncias 0, 1 e 2. Logo

Z/R - {61_12}-

Na classe de equivaléncia 7 estdo todos os inteiros cujo resto da divisdo por 3 é r,
onder =0,1,2. O

Exercicio 3.2. Encontre 17, onde R é a relagdo de equivaléncia do exemplo anterior.
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Exercicio 3.3. Em Z definimos a sequinte relagido: aRb se, e somente se, a + b for par.
(i) Mostre que R é uma relagio de equivaléncia.
(ii) Encontre Z./ R.

(ii1) Quais sio os elementos de 11117

Exemplo 3.5. Seja Z* o conjunto de todos os inteiros nio nulos. Dados (a,b) e (c,d)
em Z x Z*, dizemos que (a,b)R(c,d) se, e somente se ad = bc. Mostraremos que R é
uma relagdo de equivaléncia.

De fato, neste exemplo, o que faz o papel do conjunto A na defini¢do de relagdo
bindria dada na Defini¢do 3.1 é o conjunto Z x Z*, lembre-se que cada elemento
de A é um par ordenado.

Mostraremos que a relagdo R é reflexiva, simétrica e transitiva.

(i) Para todo (a,b) € Z x Z*, temos (a,b)R(a,b), visto que ab = ba, pois a
multiplicacdo de inteiros é comutativa. Portanto, a relacdo R é reflexiva.

(ii) Sejam agora (a,b), (c,d) € Z x Z*, tais que (a,b)R(c,d); entdo ad = bc e logo
cb = da, o que implica que (c,d)R(a, b). Portanto, a relagdo R é simétrica.

(iii) Sejam (a,b), (c,d), (e, f) € Z x Z*, tais que (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e, f); entdo
ad = bc e cf = de. Multiplicando a primeira igualdade por f e a segunda por
b, temos (ad)f = (bc)f e b(cf) = b(de), portanto (af)d = (be)d, como d # O,
pois é a segunda componente do par, podemos dividir a equagdo por d e obtemos
af = be, ouseja, (a,b)R(e, f), 0 que mostra que R é transitiva. O

3.2 A construcao do conjunto dos naumeros racionais

Se a e b sdo numeros inteiros com b # 0, a equagdo bx = a4 nem sempre tem
solucdo em Z, a menos que a seja um mdltiplo de b. Por exemplo, ndo existe
nimero inteiro x, tal que 2x = 3. Para contornarmos esta situagdo definiremos
um novo conjunto no qual a operacdo de divisdo é fechada, ou seja, a equagao

bx = a sempre tem solu¢do, que no Ensino Fundamental é indicada pela fracdo
a

E.
No Ensino Fundamental, aprendemos que as fra¢oes 15—5, %, % e % sdo todas
iguais. Se olharmos para os pares ordenados nos quais as abscissas e as orde-
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nadas sdo o numeradores e os denominadores da fra¢des correspondentes, ou
seja, (5,15), (2,6), (—4,—12) e (1,3), entdo para quaisquer dois destes pares, o
produdo da abscissa do primeiro par com a ordenada do segundo par é igual ao
produto da ordenada do primeiro par ordenado com a abscissa do segundo par
ordenado. Ou seja, as fra¢des % e % sdo iguais se, e somente se, os pares ordenados
(a,b) e (c,d) satisfizerem ad = bc. Em particular, fixado um par ordenado (a,b)
em Z X Z*, entdo todos os pares ordenados (c,d) em Z x Z*, tais que ad = bc,
sdo representantes da mesma fragdo, ou seja, 7 = 7.

A discussédo acima nos motiva definir em Z x Z* a seguinte relagdo: (a,b)R(c,d)
se, e somente se, ad = bc. Vimos no Exemplo 3.5 que tal relacdo é uma relacdo
de equivaléncia, logo ela divide Z x Z* em classes de equivaléncia disjuntas. A
classe de equivaléncia de (a,b), ou seja,

(a,b) = {(u,v) € ZxZ" : (u,0)R(a,b)}
{(u,v) € Z X Z* : av = bu},

é que chamaremos de ntimero racional .

Qualquer elemento da classe de equivaléncia ; se diz um representante da mes-
ma. Em particular os pares (5,15), (2,6), (—4, —12) e (1, 3) sdo representantes da
classe % Analogamente, os pares (—1, —2), (3,6), (50,100) e (1,2) sdo represen-

tantes da classe %

Definicao 3.3. Denotaremos por Q o conjunto de todas as classes de equivaléncias em
Z X Z*,isto é
Q= (ZxZ"/R.

Os elementos de Q sdo chamados de niimeros racionais.

3.3 A soma de nimeros racionais

Note que para definirmos a soma de ntimeros racionais teremos que definir a
soma de classes de equivaléncia em Z x Z*. Antes porém, definiremos a operagdo
desomaem Z x Z*. Dados (a,b) e (¢,d) em Z x Z*, qual seria a maneira natural
de definirmos a sua soma destes dois pares? Para respondermos esta pergunta,
lembremos que no Ensino Fundamental aprendemos que

g_i_g_ﬂ_i_g_ad—kbc
b d bd bd  bd

Portanto, é natural definirmos

(a,b) + (¢,d) = (ad + bc, bd); (3.4)
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esta operagdo envolve apenas a soma e a multiplicagdo de inteiros, as quais to-
maremos como ponto de partida na construcdo dos ntimeros racionais.

Exemplo 3.6. Considere os racionais (1,2) e (1,3). Tomemos um representante de cada
um destes racionais, digamos (—2,—4) e (2,6). Se os somarmos usando a regra (3.4),
encontramos

(=2, —4) + (2,6) = (—20, —24).

Se tomarmos outros representantes de (1,2) e (1,3), digamos (2,4) e (—1, —3), somando-
o0s usando a regra (3.4), temos

(2,4) + (—1,-3) = (=10, —12).

Embora os pares (—20, —24) e (—10, —12) sejam diferentes, eles estdo na mesma classe
de equivaléncia. Serd que isto foi uma coincidéncia?

A seguir mostraremos que o que aconteceu no exemplo anterior ndo foi uma coin-
cidéncia, ou seja, dados dois racionais (a,b) e (c,d), se (p,q)R(a,b) e (u,v)R(c,d),
entdo (a,b) + (c,d) e (p,q) + (u, v) estdo na mesma classe de equivaléncia, ou seja,

(pv + qu,qo)R(ad + bc, bd), ou equivalentemente,
(po +qu)(bd) = (qov)(ad + be).

De fato, tendo em vista as propriedades da soma e multiplicacdo dos inteiros e
que ag = bp e cv = du, pois estamos assumindo que (p,q)R(a,b) e (u,v)R(c,d),
entao

(po +qu)(bd) = (bp)(vd) + (bq)(du)

(aq) (vd) + (bg)(cv)
(qv)(ad + be).

[
O fato da soma (3.4) ndo depender dos representantes de (a,b) e (c,d) que to-
mamos, nos permitira definir a soma de elementos de (Z x Z*)/g, ou seja, de

racionais. Dados dois racionais (a,b) e (c,d), definimos

(a,0) + (c,d) = (ad + bc, bd). (3.5)

Note que o que fizemos acima foi o seguinte: tomamos um representante em cada

uma das classes de equivaléncia (a,b) e (c,d), por exemplo, os pares (a,b) e (¢, d),
somando-os usando a regra (3.4) e tomando a classe de equivaléncia da soma ob-
tida.

De (3.5) temos a seguinte regra para a soma de dois racionais:

ad + bc
bd

+5 =Ta,b) + (c,d) = (ad + bc, bd) =

(3.6)

S
Ul o
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Exemplo 3.7. Encontraremos a soma dos niimeros racionais (—3, —6) e (3,4).

De fato, tomando um representante de cada um dos racionais acima, digamos,
(—3,—6) e (3,4), somando-os usando a regra (3.4) e obtemos

(=3,—6) + (3,4) = (—30, —24),

portanto

(=3,-6) + (3,4) = (—30, —24) = (5,4),

na ultima linha usamos que (—30, —24)R(5,4). Usando a terminologia usual,

temos
-3 3 B —-30 . §

61 a1
Teorema 3.1. A soma em Q tem as propriedades abaixo.

(Associativa) Dados x,vy,z € Q, temos
X+ (y+2) = (x+y) +2 (57)

(Existéncia do elemento neutro) Existe um tinico elemento, que chamaremos de zero e
denotaremos por 0O, tal que

x+0=x, (3.8)

para todo x € Q.
(Existéncia do simétrico) Para cada racional x, existe um tinico elemento, chamado de
simétrico de x, denotado por —x, tal que

x4+ (—x) =0. (3.9)
(Comutativa) Dados x,y € Q, temos
x+y=y+x. (3.10)

Prova. Para provarmos as propriedades acima, usaremos as propriedades das
operacdes de soma e de multiplicacdo de inteiros.

A seguir mostraremos a propriedade associativa, para tal sejam x = (a,b), y =
(¢c,d) ez = (p,q). Entdo temos

x+(y+z) = @b+ (Cd)+{p0)

(
(a,b) + (cq +dp,dq)
= (a(dq) + b(cq +dp),b(dq))
(
(

(ad 4+ bc)q + (bd)p, (bd)q)
ad + bc, bd) (p,9)

= (@b +©d)+pa)

= x+y)+z
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A seguir mostraremos a existéncia do elemento neutro. Seja

0=(0,4d),

onded € Z*. Dado x € Q, seja x = (a,b), entdo temos

x+0=(a,b)+ (0,d) = (ad + b0,bd) = (ad,bd) = (a,b) = x.

A seguir mostraremos a existéncia do simétrico. Dado x € Q, seja x = (a,b),
defina

—x = (—a,b),

entao

x+(=x) = (ab)+(-ab)
= (ab+b(—a),b?) = (ab—ab,b?) = (0,b%) = 0.

Para mostrarmos a propriedade comutativa, dados x,y € Q sejam x = (a,b) e
y = (c,d). Entdo, temos

x+y = (a,b)+ (c,d) = (ad + bc,bd) = (cb + da,db)

= (c,d)+ (a,b)=y+x.

Definigao 3.4. (Subtragio de racionais) Dados x,y € Q definimos

x—y=x+(-y).

3.4 O produto de naumeros racionais

Antes de definirmos o produto de racionais, definiremos o produto de dois ele-
mentos de Z x Z*. Dados (a,b) e (¢c,d) em Z x Z*, qual seria a maneira mais
natural de definirmos o produto deles? Novamente, voltando ao que aprende-
mos no Ensino Fundamental, temos

7,0
b~ d  bd
portanto, é natural definirmos
(a,b).(c,d) = (ac,bd). (3.11)

Exemplo 3.8. Considere os racionais (1,2) e (1,3). Tomemos um representante de cada
um destes racionais, digamos (—2,—4) e (2,6). Se os multiplicarmos usando (3.11),
encontramos

(—=2,—4).(2,6) = (—4,—-24).
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Se tomarmos outros representantes de (1,2) e (1,3), digamos (2,4) e (—1, —3), multiplicando-

0s usando (3.11) temos
(2,4).(=1,-3) = (=2, -12).

Embora os pares (—4, —24) e (—2, —12) sejam diferentes, eles estdo na mesma classe de
equivaléncia.

A seguir mostraremos que o que aconteceu no exemplo anterior ndo foi uma coin-

cidéncia, ou seja, dados dois racionais (a,b) e (c,d), se (p,q9)R(a,b) e (u,v)R(c,d),
entdo (a,b).(c,d) e (p,q).(u,v) estdo na mesma classe de equivaléncia, ou seja,
(ac,bd)R(pu, qv), ou equivalentemente,

(ac)(qv) = (bd)(pu).

De fato, tendo em vista as propriedades da soma e multiplicacdo dos inteiros e
que aq = bp e cv = du, pois estamos assumindo que (p,q)R(a,b) e (u,v)R(c,d),
temos

(ac)(qv) = (qa)(ve) = (pb)(ud) = (bd)(pu).
O

O fato do produto (3.11) ndo depender dos representantes de (a,b) e (c,d) que
tomamos, nos permitird definir o produto de elementos de (Z x Z*) /g, ou seja,

de racionais. Dados dois racionais (a, b) e (c,d), definimos

(a,b).(c,d) = (ac,bd). (3.12)

Note que o que fazemos acima € o seguinte: pegamos um representante em cada
uma das classes de equivaléncia (a,b) e (¢, d), por exemplo os pares (a,b) e (¢, d),
os multiplicamos usando a regra (3.11) e tomamos a classe de equivaléncia do
resultado obtido.

Portanto, dados dois racionais e 5, temos

%2 =(@,0).(c,d) = (ac, bd) = % (3.13)
Teorema 3.2. A operagio multiplicagdo em Q possui as seguintes propriedades:
(Associativa) Dados x,vy,z € Q, temos
x(yz) = (xy)z.
(Comutativa) Dados x,y € Q, temos
Xy = yx. (3.14)
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(Existéncia do elemento neutro) Existe um tinico elemento que chamaremos de uni-
dade e denotaremos por 1, tal que para todo x em Q, temos

1x = «x. (3.15)

(Existéncia de inverso) Dado x € Q, com x # 0, existe um tinico elemento que cha-
maremos de inverso de x e denotaremos por x~1, tal que

xx =1, (3.16)

Prova. Na demonstracdo das propriedades acima, usaremos as propriedades da
multiplicacdo dos nlimeros inteiros.

A seguir mostraremos a associatividade da soma de racionais. Sejam x = (a,b),

y = (c,d) ez = (p,q), entdo

x(yz) = (@b). ((od).(p.9)
= (a,b).(cp,dq) = (al
= ((ac)p, (bd)q)

= (@).@d) (0
(x )

Para mostrar a lei comutativa, note que

Il
/N
~—~
N
\§
o
[

xy = (a,b).(c,d) = (ac,bd) = (ca,db) = (c,a).(a,b) = yx.

A seguir mostraremos a existéncia e a unicidade do elemento neutro da multipli-
cagdo. Seja

1=(r,r),

onde r € Z* é arbitrario. Dado x = (a,b), temos

1x = (r,7).(a,b) = (ra,rb) = (a,b) = x

0 que mostra que 1 é um elemento neutro da multiplicagdo. Mostraremos que ele
é unico. De fato, se 1’ for um racional tal que 1’x = x, para todo x € Q, fazendo
x = 1, temos 1'l = 1, mas 11’ = 1’ e em virtude da propriedade comutativa,
temos 11" = 1’1, portanto 1’ = 1, que mostra a unicidade do elemento neutro da
multiplicacao.

Mostraremos a existéncia e a unicidade do inverso multiplicativo. Para mostrar a
existéncia, seja x = (a,b) # 0, entdo a # 0, logo (b, a) estd em Z x Z* e, portanto,
(b,a) é um racional. Note que

(a,b).(b,a) = (ab,ba) = (ab,ab) =
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portanto (b, a) é um inverso multiplicativo de (a,b).

Para mostrar a unicidade do inverso multiplicativo, sejam x', x'"" racionais, tais
que xx’ =1exx” =1, entdo
X =1x = x"1 =¥ (xx") = (&'x)x" = (xx")x" = 12" = %7,

o que mostra a unicidade do inverso multiplicativo de x, o qual denotaremos por
-1
x . O

Definigdo 3.5. (Divisdo de racionais) Dados x,y € Q, com y # 0, definimos
X—+y= xy_l.

Teorema 3.3. (Distributividade da multiplicagdo em relagdo a soma) Dados x,y,z € Q,
entao

x(y+z) = xy + xz.
Deixamos a demonstra¢do do teorema acima por conta do aluno.

Exemplo 3.9. Mostraremos que a equagdo da forma
ax = b,
onde a,b € Qea # 0, tem uma e somente uma solugio em Q.

De fato, observe que a~'b é solucdo de ax = b, pois
a(a~'b) = (aa~')b = 1b = b.

Suponha que « e § sejam solugdes de ax = b, entdo teriamos ax = beaf = b, por-
tanto aa = aB; multiplicando esta equacio por a~! e usando a associatividade da
multiplicacdo de racionais, concluimos que & = 8, portanto a solucdo da equagdo
ax = b é tnica. O

3.5 Ordem no conjunto dos niimeros racionais

Dado um racional x # 0, ele possui um representante com denominador posi-
tivo, ou seja, existe (a,b) € Z x Z*,com b > 0, tal que x = m. Por exemplo, se
x = (—1,-2), entdo (1,2) é um representante de (—1, —2), pois (1,2)R(—1, —2).
Em geral, basta lembrar que (a,b) e (—a, —b) estdo na mesma classe de equi-
valéncia e que b ou —b tem que ser positivo.

Dados dois racionais x e y, dizemos que

x>y,
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se, e somente se, ao tomarmos representantes (a,b) e (c,d) de x e y, respectiva-
mente, com denominadores positivos, tivermos

ad > bc.

Temos que mostrar que esta defini¢do ndo depende dos representantes com de-
nominadores positivos de x e y que tomamos. Ou seja, se (p,q) e (u,v) forem
outros representantes quaisquer de x e y, respectivamente, com denominadores
positivos, entdo

ad > bc (3.17)
se, e somente se,
po > qu. (3.18)

De fato, suponha que a desigualdade (3.17) seja verdadeira, entdo multiplicando-
a por qu ela continua verdadeira, pois qv > 0, ou seja,

(ad)(qv) = (be)(qo).
a qual é equivalente a
(qa)(dv) = (bg)(vc).
Como pb = qa e ud = vc, pois (p,q)R(a,b) e (u,v)R(c,d), entdo a desigualdade

acima é equivalente a
(pb)(dv) > (bq)(ud),

que é equivalente a
(po)(bd) = (qu)(bd).

Dividirmos a desigualdade acima por bd, que é positivo, temos
pv > qu,

o que mostra (3.18). De maneira andloga, assumindo (3.18), mostramos (3.17),
deixamos os detalhes por conta do aluno (inverta os passos acima). [

Exemplo 3.10. Mostraremos que

(—4,-8) > (2,6).

De fato, note que (4,8) e (2,6) sdo representantes de (—4, —8) e (2,6), respec-
tivamente, com denominadores positivos. Além disso, 4.6 > 8.2, portanto
(—4,-8) > (2,6). O

Dados dois racionais x e i, dizemos que x > y (ouy < x) se, e somente se, x > y

ex #y.
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Exercicio 3.4. (Densidade dos niimeros racionais) Sejam x,y racionais com x < y.
Mostre que existe um racional r, tal que x <r < y.

Sugestdo. Sejam x = (a,b) ey = (c,d), onde b e d sdo positivos. Mostre que

(a,b) < (ad + bc,2bd) < (c,d).

Qual é a interpretagdo geométrica para o racional (ad + bc,2bd)?

Exercicio 3.5. Mostre que

(1) (-1,1) <0
(2) sea # 0, entdo (a,b) c = (a,b).(a,b) > 0.

Exercicio 3.6. Mostre que x2 = 0 se, e somente se, x = 0.

3.6 Representacao decimal de racionais

Dado um inteiro b, podemos indentifica-lo com o racional

@, 1).

Portanto, dado racional (4,b), tal que mdc{a,b} = 1, ou seja, a e b sdo primos
entre si, temos

(a,b) = (a,1).(1,b) = (a,1) = (b,1) =a+b.

Assim, ao dividirmos a por b temos o que chamamos de uma representacdo deci-
mal para a fragéo ;. Por exemplo,

7 3 2 _ 5 _
og = 035 72 = 0,1875, 5 =0,2; 5 =0,2272..., (3.19)

onde a barra sobre um ntimero indica que ele se repete indefinidamente.
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As representacdes decimais de alguns nimeros racionais sdo finitas, que termi-
nam, como no primeiro e no segundo exemplos de (3.19). Outros niimeros racio-
nais tém representagoes infinitas, que nao terminam, como no terceiro e no quarto
exemplos de (3.19) e sdo chamadas de dizimas periddicas.

Assumiremos que o aluno tenha familiaridade com o conceito de representagdo
decimal infinita. Na Se¢do 8.5 voltaremos a falar sobre este assunto, quando fa-
laremos sobre a representacdo decimal de ntimeros reais e daremos sentido a re-
presentacdo decimal infinita.

Note que os denominadores das fra¢cdes em (3.19), cujas as representacdes deci-
mais sdo finitas, ndo possuem nas suas decomposi¢des em fatores primos outros
fatores além de 2 e 5, ou seja, 20 = 22 5e16 = 2% J4 as decomposi¢oes em
fatores primos dos denominadores das fragdes em (3.19), cujas as representagdes
decimais sdo infinitas, possuem fatores primos além de 2 e 5, ou seja, 9 = 3% e
22 = 2.11. Seré que isto foi uma coincidéncia?

Teorema 3.4. Um racional na forma v, onde a e b sio primos entre si e positivos, tem
uma representacio decimal finita se, e somente se, na decomposicio de b em fatores primos
ndo tiver outros fatores além de 2 e 5.

Prova. Suponha que 3 tenha uma representagdo decimal finita, digamos

a _ &kmaz...dan
- =K,a102 ...y, = T

b
Equivalentemente, temos
10"a = waqay...a, b.

Da relagdo acima concluimos que 10"a é um multiplo de b, o que significa que b
divide 10"a. Como a e b sdo primos entre si, concluimos que b divide 10" = 2" 5",
logo b = 2!'5™ onde os inteiros I, m satisfazem 0 < I, m < n.

Suponha que b seja da forma 2™ .5", onde m e n sdo inteiros positivos ou nulos.
Se m > n, temos

a a a5
b 2m.5n 10m
Como m —n > 0, entdo 5" " é um numero inteiro e, portanto, k = a.5""
também é inteiro. Logo
a k
b 10m

e concluimos que a representacdo decimal é finita, ela tem no maximo m al-
garismos depois da virgula. De maneira analoga, se n > m, mostra-se que
a representagdo decimal é finita, ela tem no méaximo n algarismos depois da
virgula. O
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Exercicio 3.7. Represente na forma de decimal, as seguintes fragdes:

1 3 7 252 3147 5 3097 209
4’ 200" 625" 125" 2500° 117 9900° 700

Vimos que todo racional da forma §, onde a e b sdo primos entre si e positivos, tem
uma representacao finita ou infinita periédica. Agora mostraremos a reciproca.

Teorema 3.5. Toda representacio decimal finita ou peridédica infinita representa um niimero
racional.

Prova. Toda representacdo decimal finita representa um racional; por qué? Su-
ponha que x = ajay...ayby...by, onde ay,...a, representam os m algarismos
consecutivos da parte ndo periddica e by, ..., b, representa os n algarismos da
parte periddica, ou seja, que se repete. Note que

10" "x = aqay...amby ... by +0,b1 ... by

e

10"x = aqay...a, +0,by...by,
portanto

10" x —10™x = aqay ... amby ... by — a1ay .. . apy,

portanto

may...amby.. by —aran...ay

e 107+ — 107 ’

como o numerador e o denominador da expressdo acima sdo inteiros, concluimos
que x é um racional. O

Exemplo 3.11. Seja x = 1,213434 . . ., mostraremos que

12013
~ 79900

Note que 10%*x = 12134,3434... e 10>°x = 121,3434. . ., portanto

10%x —10%x = 12134,3434...—121,3434...
12134 — 121 = 12013

e concluimos que
12013 12013

104 — 102 9900 °
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Exercicio 3.8. Escreva os seguintes niimeros na forma :

0,444...: 2,666...; 0,3443; 0,9987; 0,0001.

A seguir mostraremos que
0,999...=1, (3.20)

o que aparentemente é estranho.

De fato, se fizermos x = 0,999. . ., entdo
10x =9,999...=9+0,999... =9 +x,

portanto 9x =9, logo x = 1. O
Se dividirmos (3.20) por 10, 100, 1000, 10000, etc, obteremos

0,1=0,09999...
0,01 = 0,009999...
0,001 = 0,0009999. ..

0,0001 = 0,00009999...,

etc.

Tendo em vista as relagdes acima, podemos representar uma decimal finita (ex-
ceto o zero) por uma dizima periédica. Por exemplo,

0,102 = 0,101 40,001 = 0,101 4 0,0009999... = 0,1019999. ..

6,82 =6,81+0,01 =6,82+0,009999... =6,819999...

Exercicio 3.9. Encontre uma representagio decimal infinita para os niimeros abaixo.

0,73, 0,00099; 13.
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Da mesma forma, podemos transformar qualquer dizima periédica onde a parte
que repete é 0 9, em fracdo decimal finita; por exemplo,

0,46999...=0,46+0,00999... =0,46+0,01 = 0,47.

Exercicio 3.10. Encontre uma representagio decimal finita para os niimeros abaixo.

0,111999...; 2,7999...... s 980800, ...

3.7 Um exemplo de um niimero que nao é racional

Dizemos que um ntmero inteiro n é par se n = 2k, onde k é um ntmero inteiro.
De maneira analoga, dizemos que um ndmero inteiro n é impar se n = 2k — 1,
onde k é um nimero inteiro.

Exercicio 3.11. Mostre que o quadrado de um niimero inteiro n é par se, e somente
se, n for par.

Exemplo 3.12. Considere um tridngulo retingulo de catetos com comprimento 1. Mos-
traremos que o comprimento da sua hipotenusa h nio é um niimero racional.

Suponha, por contradigdo, que & fosse um niimero racional, portanto da forma g,

onde podemos assumir que p e q sdo primos entre si. Pelo Teorema de Pitagoras,

temos que
2
<E) — 12112 =2
q

Logo, p? = 242, ou seja, p? é par, portanto p é par, ou seja, p = 2r. Logo 41> = 242,
portanto q> = 2r2, donde concluimos que g é par. Mas, se p e g sdo pares, eles
ndo podem ser primos entre si, com isso temos uma contradicdo, a qual foi con-
sequéncia de termos assumido que a hipotenusa fosse racional. O

No exemplo acima, mostramos que ndo existe ntiimero racional cujo quadrado
seja 2, ou seja, a equagao

x? = 2,
ndo solugdo em Q. Em contrapartida, no conjunto dos nimeros reais, o qual sera
ser4 definido na Aula 5, a equacdo x*> = 2 tem exatamente uma solugéo positiva,
a qual serd chamada de /2. Portanto, v/2 é um exemplo de um ntimero que nao
é ntimero racional.
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Exercicio 3.12. Mostre que 5+ /2 nio é um niimero racional.

Exercicio 3.13. Seja x um niimero inteiro. Mostre que x>

mente se, x for miiltiplo de 3.

Sugestao: Lembre que se x for inteiro, entdo temos uma das seguinte possibilidades:
(i) x = 3k, (ii) x = 3k + 1 ou (iii) x = 3k + 2, onde k é um niimero inteiro (pois o
resto da divisdo de um niimero inteiro por 3 sé pode ser 0, 1 ou 2.

é miiltiplo de 3 se, e so-

Exercicio 3.14. Mostre que nio existe niimero racional cujo quadrado seja 3.
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Infimo e supremo
de um corpo ordenado



AULA4: INFIMO E SUPREMO DE UM
CORPO ORDENADO

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de corpo e de corpo ordenado, e que o conjunto Q é
um corpo ordenado.

2. Compreender as desigualdades que sdo validas para um corpo ordenado qual-
quer.

3. Compreender os conceitos de cotas inferior e superior, de infimo e de supremo
de um subconjunto de um corpo ordenado e calcular o infimo e 0 supremo de um
conjunto.

4. Compreender que existem subconjuntos de Q que sdo limitados inferiormente,
mas que ndo possuem infimo em Q.

4.1 Definicao de corpo ordenado

Definicao 4.1. Um corpo F é um conjunto no qual se acham definidas as operagoes de
adicdo e de multiplicagio, satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) Leis comutativas:
X+y=y+x e Xxy=yx.

(2) Leis associativas:

(x+y)+z=x+(y+z) e (xy)z=x(yz).

(3) Existéncia de um (iinico) elemento 0 € F, tal que
x+0=04+x=x,
para todo x € F.
(4) Existéncia de um (iinico) elemento 1 € F, tal que
x1=ux,

para todo x € F.
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(5) Existéncia de inversos: dado x € F, existe —x € F, tal que
x+(—x)=0
edado x € F com x # 0, existe x 1 eF, tal que
xx =1,

(6) Lei distributiva:
(x +y)z = xz+yz.

Exercicio 4.1. Os conjuntos IN e Z sio corpos? Por queé?

Definicao 4.2. Um corpo F é ordenado se contiver um subconjunto P com as seguintes
propriedades:

(P1) x,y € P, implica x +y € Pexy € P, ou seja, P é fechado em relagdo as operagdes
de adi¢do e multiplicagdo.

(P,) Dado x € F, entdo temos uma, e somente uma, das trés possibilidades: x € P,
—x € Poux=0.

4.2 O conjunto QQ é um corpo ordenado

Em virtude dos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.3, concluimos que o conjunto Q é um corpo.
Defini¢do 4.3. Dizemos que um racional x é positivo, se x > 0. Denotamos por QT o
subconjunto de Q formado pelos racionais positivos.

Exercicio 4.2. Seja (a,b) um representante do racional x. Mostre que x > 0 se, e
somente se, ab > 0.

Teorema 4.1. Dados x,y € Q7, entio x + y,xy € QT. Além disso, dado x € Q, temos
uma, e somente uma, das trés possibilidades:

xeQt, —xeQt ou x=0.

Prova. Dados x,y € QT, sejam (a,b) e (c,d) representantes de x e y, respectiva-
mente. Como x,y > 0, pelo Exercicio 4.2,

ab,cd > 0.
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Além disso, (ad + bc, bd) é representante de x + vy, mostraremos que (ad + bc) (bd) >

0 e em virtude do Exercicio 4.2, concluiremos que x + y é positivo. De fato,

(ad + bc) (bd) = (ab)d® + (cd)b? > 0.
Por outro lado, (ac, bd) é um representante de xy e

(ac)(bd) = (ab)(cd) >0

e, pelo Exercicio 4.2, concluimos que xy > 0.
Temos uma das seguintes possibilidades: x = 0 ou x # 0. Se x # 0, seja (a,b) um
representante de x, entdo a # 0, portanto ab # 0 (lembre que b # 0). Logo temos
uma das seguintes possibilidades: (i) ab > 0, e pelo Exercicio 4.2, concluimos que

x > 0ou (ii) ab < 0, portanto (—a)b > 0, como (—a, b) é um representante de —x,
do Exercicio 4.2, concluimos que —x > 0. O

Em virtude do Teorema 4.1, concluimos que Q é um corpo ordenado onde P =

Q*.

4.3 Algumas desigualdades validas para corpo
ordenado qualquer

A seguir, através de exemplos, mostraremos algumas desigualdades que valem
para um corpo ordenado qualquer e, em particular, elas valem para Q.

Dados x e y num corpo ordenado F, dizemos que x > y se, e somente se, x — i €
P. De maneira andloga, dizemos que x < y se, e somentese, —(x —y) =y —x €
p.
Exemplo 4.1. Seja x # 0 um elemento de um corpo ordenado F, entdo

x? € P.

De fato, como x # 0 e F é um corpo ordenado, temos uma das seguintes possibi-
lidades: x € P ou —x € P; no primeiro caso, temos x2 € Pe, no segundo caso,
(—x)? € P. Como (—x)? = x? concluimos que x* € P. O

Exemplo 4.2. Sex > 0e0 > vy, entio
0> xy.

De fato, como x > 0e 0 > y, entdo x € Pe —y € P, portanto x(—y) € P. Como
—(xy) = x(—y), concluimos que —(xy) € P. Como 0 — (xy) = —(xy), temos que
0—xy € P,entao 0 > xy. O]
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Exemplo 4.3. Sex > yey > z, entdo
X > z.
De fato, como x > y, entdo x —y € P, da mesma forma, como y > z, entdo
y—z € P,logoasoma (x —y)+ (y—2z) € P.Mas (x —y) + (y —z) = x — 2,
portanto, se x — z € P, concluimos que x > z. [
Exemplo 4.4. Se x > yez > t, entdo
xX+z>y+t.

De fato,comox >yez >t,entdiox —y € Pez —t € P, portanto

(x—y)+(z—t)€P,
mas (x —y)+ (z—t) = (x+z) — (y+1),logo

(x+2z)—(y+t)€P,

ouseja, x +z >y +t. [

Exemplo 4.5. Se x > y e z qualquer, entdo
X+z>y+z
De fato, se x > y, entdo x — y € P, portanto
(x+2)~(y+2)=x—yeP,

logox +z >y +z. O]

Exemplo 4.6. a < b, entdo
—a > —b.

De fato, note que se a < b, entdo —(a — b) € P, ou seja, —a — (—b) € P, portanto,
—a > —b. O
Exemplo 4.7. Se x > yez > 0, entdo

Xz > yz.

De fato, como x > y ez > 0, entdo, x — y e z pertencem a P e, por conseguinte,
(x —y)z € P. Mas pela lei distributiva xz — yz = (x — y)z, com isso concluimos
que xz — yz € P,logo xz > yz. O
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Exemplo 4.8. Se b > a > 0, entdo
al>p >0

De fato, como a # 0, entdo existe a ! e pelo Exemplo 4.1 temos que (a~!)? € P.
Como a e (a~!)? estdao em P, entdo

al=a(atH)?eP.
De maneira anloga, mostra-se que b~! € P, ou seja,
b~ > 0.
Comoaleb lestioem P,entdoa b1 € P, ou seja,
a b1 >0.

Como por hipétese b > a e mostramos que a~1b~! > 0, do Exemplo 4.7, temos

ba oY) >a(a b,
portanto, pela associatividade e pela comutatividade da multiplicacdo, temos

(b Hat > (aa Hp L.

ou seja,
al>pl
]
Exemplo 4.9. Se0 < x <ye0 < x’' <y, entio
xx' <yy'.
De fato, note que y, ¥’ — x’, y — x e x’ pertecem a P, logo
yy' —xx' = (yy —yx') + (yx' — xx)
yy' =)+ y-x)x ePp,
portanto yy' — xx’ > 0, ou seja, xx’ < yy'. O

Exemplo 4.10. Sejam x,y > 0, tais que x> < 2 e y* > 2. Entdo x < y.

De fato, como y2 > 2, entao
2 < =2,
como
x? < 2,
seguem destas duas desigualdades que
x* —y? < 0.
Ouseja, (x —y)(x+y) < 0,comox+y > 0, temos x —y < 0, portanto x < y. [
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4.4 Cotas inferior e superior

Defini¢do 4.4. (Cota superior) Seja F um corpo ordenado e A um subconjunto de F.
Dizemos que um elemento x € F é uma cota superior de A, se x > y para todo y € A.
Neste caso dizemos que A é limitado superiormente.

Exercicio 4.3. Considere o corpo ordenado Q.

(a) Seja A = {5,6,...,10}. Encontre uma cota superior para A.
(b) Dé um exemplo de um subconjunto de Q que nio possui cota superior.

Definicdo 4.5. (Cota inferior) Seja F um corpo ordenado e A um subconjunto de F.
Dizemos que um elemento x € F é uma cota inferior de A, se x < y para todoy € A.
Neste caso dizemos que A é limitado inferiormente.

Exercicio 4.4. Dé um exemplo de um subconjunto de Q que ndo possui cota inferior.

Definicao 4.6. Dizemos que um subconjunto de um corpo ordenado é limitado se ele for
limitado superiormente e inferiormente.

4.5 Supremo e infimo de um conjunto

Defini¢do 4.7. (Supremo de um conjunto) Seja F um corpo ordenado e A um subcon-
junto de F limitado superiormente. O supremo de A, denotado por sup A, é a menor das
cotas superiores de A. Em outras palavras, x € F é o supremo de A, se

(i) x for uma cota superior de A

(ii) se z for uma cota superior de A, entdo, x < z.

Exemplo 4.11. O supremo de um conjunto A ndo necessariamente pertence a A. Por
exemplo, seja
A={yeQ:0<y<1}.

Mostraremos que sup A =1, mas 1 ¢ A.
Note que qualquer niimero racional v > 1 é uma cota superior de A, pois se r > 1, entdo

r >y, para todoy € A. O que provaremos é que 1 é a menor cota superior de A e
concluiremos que sup A = 1.
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Para mostrarmos que 1 é a menor cota superior de A temos que provar que nenhum
racional v < 1 pode ser uma cota superior de A, ou seja, se r < 1 podemos encontrar um
elemento v’ € A, tal que ' > r. De fato, se r < 1, temos duas possibilidades: (i) r < 0
ou (ii) 0 < r < 1. Claramente r < 0 ndo pode ser uma cota superior de A, pois1/2 € A
e 1/2 > r. Mostraremos que se 0 < r < 1, entdo r ndo pode ser uma cota superior de
A. De fato, pelo Exercicio 3.4, vimos que a média de dois niimeros racionais é um niimero
racional, em particular
, r+1

2
¢é ntimero racional. Além disso, como 0 < r < 1, entio

r

O<r<rt <1.

Comor' € Qe0 <t <1, entdor € A. Comor’ € Aer’ > r, seque que r nio pode
ser uma cota superior de A. Portanto 1 é a menor cota superior de A e concluimos que
supA =1.

Exemplo 4.12. Seja B C Q, definido por

B={yeQ: :0<y<1},
entdosupB =1el € B.

De fato, 1 é uma cota superior de A e usando os argumentos do Exemplo 4.11 concluimos
que nenhum racional r < 1 pode ser uma cota superior de A.

Definigao 4.8. (Infimo de um conjunto) Seja F um corpo ordenado e A um subconjunto
de F limitado inferiormente. O infimo de A, denotado por inf A, é a maior das cotas infe-
riores de A. Em outras palavras, x € F é o infimo de A, se

(i) x for uma cota inferior de A

(i1) se z for uma cota inferior de A, entdo, x > z.

Exemplo 4.13. Sejam A e B os conjuntos definidos nos dois exemplos anteriores, entdo
infA=0einfB = 0.

Mostraremos que intf A = 0.

Note que qualquer racional v < 0 é uma cota inferior de A, poissey € A, entdoy > 0.
Mostraremos que se v > 0 for um racional, podemos encontrar algum v’ € A, tal que
' < r, portanto r ndo pode ser uma cota inferior de A. Com isso concluiremos que 0 é a
maior cota inferior de A, ou seja, inf A = 0. De fato, se r > 0, temos duas possibilidades:
(i)r > 1ou (ii) 0 < r < 1. Ser > 1, entdo r ndo pode ser uma cota inferior de A, pois
1/2 € Ael/2 < r. Mostraremos que, se 0 < r < 1, entdo r ndo pode ser uma cota
inferior de A. Para mostrar isso, note que

,_O+r_z

r 2
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é niimero racional (a média de niimeros racionais é um niimero racional) e como 0 < r <
1, entio0 <r' <r <1 Comor' € Qe <1 <1, entdor € A. Além disso, como
r' € Aer’ <, concluimos que r nio pode ser uma cota inferior de A. Portanto 0 é a
maior cota inferior de A.

De maneira andloga, mostra-se que inf B = 0.

Exercicio 4.5. Seja
A={xeQ:x=(-1)"n"}, n e N}.

Mostre que sup A = S einf A = —1.

Como o tnico corpo ordenado que vimos até agora é o conjunto Q, nos exemplos
de infimo e de supremo nos restringimos a subconjuntos dele.

Na Aula 5 veremos que o conjunto dos ntimeros reais R é um corpo ordenado e
consideraremos exemplos de infimo e de supremo de subconjuntos de IR.

No préximo teorema mostraremos que nem todo subconjunto de Q limitado in-
feriormente possui infimo em Q.

Teorema 4.2. Seja
A={xeQ" :x*>2}

Afirmamos que A ndo possui infimo em Q.

Prova. Seja
B={xecQ"':x?<2}.

Dado um nimero racional positivo x, temos uma das seguintes possibilidades:
x? > 2,0 que implica x € A, ou x?> < 2,0 que implica x € B. A possibilidade x?> =
2 ndo acontece, pois vimos que ndo existe nlimero racional cujo o quadrado seja
2. Portanto, dado um racional x > 0, temos uma das seguintes possibilidades:

x€e€A ou x¢€B.

Supondo que inf A € Q, mostraremos que isto nos levara a uma contradi¢do. De
fato, note que 1 é uma cota inferior para A, portanto, devemos ter inf A > 1, con-
sequentemente inf A serd um ntmero racional positivo, portanto ele devera estar
em A ou em B. Contudo, mostraremos o seguinte:

(i) Se x € A, podemos encontrar y € A com y < x, logo, nenhum elemento de A
pode ser uma cota inferior para A, portanto ndo pode ser o infimo de A.
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(ii) Se x € B, mostraremos que existe y € B, tal que y > x. Como todo x € B é
uma cota inferior de A (por qué?), concluimos que nenhum elemento de B pode
ser a maior que uma cota inferior de A, portanto ndo pode ser o inf A.

Para mostrarmos (i), seja x = p/q € A, com p,q > 0. Note que para todo inteiro
positivo n,

y=p/q—1/ng<p/q.

Mostraremos que é possivel tomarmos 7 suficientemente grande, tal que y € A,
ou seja, y> > 2, isto &,
(np —1)*/nq* > 2,

o que é equivalente a
(p* —29°)n* —2pn+1> 0. (4.1)

Como x € A, entdo p? — 2¢%> > 0, logo existe um 1, € N, tal que (4.1) seja valida
paran > n,; por qué? Isto mostra (i).

Para mostrarmos (ii), seja x = p/q € B, com p,q > 0. Para todo n € IN, temos
y=p/q+1/ng > p/q. Mostraremos que é possivel tomarmos n suficientemente
grande, tal que y € B, ou seja, y> < 2, isto é, (np +1)?/n?g> < 2, o que é
equivalente a

—(2¢* — p*)n* +2pn+1 <0, (4.2)

Como x € B, entdo 2g> — p? > 0, logo existe um 1, € I, tal que (4.2) seja vélida
para n > n,; por qué? Isto prova (ii). O

Exercicio 4.6. Encontre o infimo e o supremo dos seguintes subconjuntos de Q:
(1) {n/(n+1) : n € N}.

(2) (= e N
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AULA5: O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender a defini¢do dos reais a partir do Postulado de Dedekind, bem
como as consequéncias da mesma.

2. Provar afirmacgdes que envolvam os conceitos de infimo e de supremo de sub-
conjuntos dos nimeros reais.

3. Compreender porque os racionais sdo densos em IR.

4. Compreender o conceito de {/x, onde x é um real ndo negativo.

5.1 Definicao do conjunto dos nimeros reais

Definimos o conjunto IR dos ntimeros reais como sendo o corpo ordenado onde
vale a propriedade abaixo.

Postulado 1. (Postulado de Dedekind) Todo subconjunto nio vazio de R, constituido de
elementos positivos, tem um infimo.

Qualquer corpo ordenado F possui um subconjunto, que podemos identificar
com o conjunto Q. De fato, sendo F um corpo ordenado, ele contém o nimero 1
e, sendo ele fechado em relagdo a soma, contém todos os naturais: 2 =1+1,3 =
241, ...Sendo F um corpo ordenado, ele contém 0 e o simétrico de cada natural;
portanto, ele contém um subconjunto que podemos identificar com os inteiros.
Sendo F um corpo ordenado, ele contém os inversos dos inteiros ndo nulos e
produtos destes com inteiros, ou seja, ele contém um subconjunto que podemos
identificar com os racionais. Em particular, sendo R um corpo ordenado, ele
contém um subconjunto que podemos identificar como os racionais. Veremos
que é a propriedade do postulado acima que distingue R de Q.

Teorema 5.1. Seja A um subconjunto nio vazio de R limitado inferiormente, entdo inf A
existe.

Prova. Se A for formado apenas por nimeros positivos, a conclusdo segue di-
retamente do Postulado de Dedekind e ndo temos nada a fazer. Suponha que A
possua elementos nado positivos. Como A é limitado inferiormente, por definicdo,
existe um numero real | < 0, tal que a > [, para todo a € A. Seja

B=A-Il={a—-1:a€ A},

entdo os elementos de B sdo positivos. Logo, B é um subconjunto ndo vazio de IR,
cujos elementos sdo positivos, pelo Postulado de Dedekind, ele possui um infimo.
Seja

L =infB,

AULA 5:0 CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

71



72

afirmamos que
infA=L+1

Paratodoa € A,a—1 € B, portantoa — [ > L, pois L é uma cota inferior para
B, ou seja, para todoa € A, a > L + I e concluimos que L + [ é uma cota inferior
para A. Resta-nos mostrar que L + I é a maior das cotas inferiores de A. E isto que
mostraremos a seguir. Suponha que L’ seja uma cota inferior para A, entdo para
todoa € A, temos L' < a,ouseja, L' —1 < a — 1 e, como todo elemento de B é
da forma a — I, para algum a € A, concluimos que L' — I é uma cota inferior para
B. Como L é a maior das cotas inferiores de B, segue que L' — 1 < L, portanto
L’ < L+1,logo toda cota inferior de A é menor ou igual a L + I e concluimos que
L + ] é a maior das cotas inferiores de A. O

Teorema 5.2. Seja A um subconjunto nio vazio de R limitado superiormente. Entdo,
sup A = —inf(—A),
onde —A={—x: x € A}

Prova. Como A é limitado superiormente, existe k € RR, tal que a < k, para todo
a € A. Ouseja, —a > —k, paratodoa € A, portanto —A é limitado inferiormente
por —k e pelo Teorema 5.1, existe | € R, tal que

I =inf(—A).

Como I = inf(—A), entdo | é uma cota inferior para —A, logo —a > I, para todo
a € A, ouseja, a < —I paratodoa € A e concluimos que —I é uma cota superior
para A.

Agora suponha que !’ seja uma cota superior para A, entdo para todo a € A,
temos a < I/, portanto —a > —I" e concluimos que —!’ é uma cota inferior
para —A. Como [ é a maior das cotas inferiores de —A, segue que —I' < I,
ou seja, I > —I. Logo —! é a menor das cotas superiores de —A. Portanto,
supA = —1 = —inf(—A). O

5.2 O conjunto R é arquimediano

Teorema 5.3. O corpo dos niimeros reais é arquimediano, ou seja, se x,y € Re x > 0,
entdo existe um inteiro positivo n, tal que

nx > y.

Prova. Seja
A= {nx:neN}
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Se ndo existisse n € IN, tal que nx > y, teriamos nx < y, para todon € IN
e i seria uma cota superior para A. Sendo A um subconjunto ndo vazio de R
que é limitado superiormente, entdo pelo Teorema 5.2, ele possui supremo. Seja
| =supA. Comox >0, —x < lel—xndoéuma cota superior para A, portanto
I — x < mx para algum m € N, ou seja, terfamos [ < (m + 1)x, para algum € IN.
Como (m + 1)x € A, isto seria impossivel, visto que I, sendo uma cota superior
de A, deve ser tal que | > g, paratodoa € A. O

5.3 Os numeros racionais sao densos em IR

Teorema 5.4. O conjunto Q é denso em R, ou seja, dados x,y € R com x < y, existe
reQ talquex <r <uy.

Prova. Como x < y, temos y —x > 0 e o Teorema 5.3 nos fornece um inteiro
positivo n, tal que

ny—x)>1=xn<yn—1 (5.1)

Aplicando o Teorema 5.3 novamente, agora com x = 1, encontramos um inteiro
positivo m, tal que m > yn + 2.

Seja A = {k € N : k > m —yn}, pelo Principio da Boa Ordenagio, existe um
natural g (> 2), tal que g é o menor elemento de A. Como g € A, temos

g>m—yn=m—q < yn, 5.2)

como g é o menor elemento de A, temos

gq-1)<m—-—yn=m—q>yn—1. (5.3)
De (5.2), (5.3) e (5.1), temos

yn>m—q>yn—1> xn.
Portanto,
xn <m-—q <yn.
Dividindo as desigualdades acima por 7, temos
x<(m—gq)/n<y,

fazendo r = (m — q) /n, concluimos a demonstragdo do teorema. O

Exercicio 5.1. Sejam a, b niimeros reais positivos. Mostre que se a < b, entio

a® < b

Sugestao: a> — b*> = (a — b)(a + b).
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5.4 (Os numeros irracionais

Na Aula 3, vimos que nao existe nimero racional x, tal que x> = 2. No Exemplo
5.1, veja a seguir, mostraremos que existe um (tinico) namero real positivo x tal
que x? = 2; ele é chamado de \/E Ntimeros reais que ndo sdo racionais sdo cha-
mados de irracionais, portanto v/2 é um exemplo de um ntimero irracional.

Exemplo 5.1. Seja
A={tecQ" : *>2}.

Visto como um subconjunto de IR, o conjunto A possui infimo em R, pois ele é limitado
inferiormente (dé um exemplo de uma cota inferior para A). Mostraremos que inf A ndo
é racional.

De fato, seja
y = inf A.

Mostraremos que y> = 2 e pelo Exemplo 3.12, y ndo pode ser racional.
A seguir, mostraremos que qualquer uma das desigualdades y*> > 2 ou y? < 2
nos levaria a uma contradicéo, portanto devemos ter > = 2.

Suponha que y? < 2, entdo

2y +1
n

1N o 2y 1 2

_ — 2 < < 2,
<y+n) P4+t <y
2y +1
2—y?
contrariando o fato que y é a maior das cotas inferiores de A.

sen >

1\? 1
Como (y + E) < 2, entdo y + ” é uma cota inferior para A,

Suponha que y? > 2, entdo

1)\? » 2y 1 2y
—— ) =y -——=+=2y ——=>2 4
(y n) R R A (5:4)
2y 1 : :
sen > z—2 Como y — <Y do Teorema 5.4, existe um racional r, tal que

—l<1’<
U y

e em virtude do Exercicio 5.1, temos

1 2
(y — E) <r? <y (5.5)
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De (5.4) e (5.5), temos
1 2
2 < (y — E) <r? <y’ 5.6)

o que é uma contradi¢do, pois sendo r um racional positivo, tal que r2 > 2, entdo
r € A e deverfamos ter r > vy, ou seja, ¥ > y?, o que contraria a dltima desigual-
dade em (5.6). O

2

Afirmamos que a equagdo x~ = a, onde a > 0, tem no maximo uma solugdo
2

positiva. De fato, se x1 e x; sdo solugdes positivas de x> = 42, entdo temos x7 =
a* = x3,1ogo x3 — x3 = 0, ou seja,

(x1 —x2)(x1 +x2) =0,

Ccomo X1 e X sao positivos, entdo x; + xo > 0, portanto
x1 —x2 =0,

ou seja, X1 = Xx2.
Usando os argumentos da demonstracdo do Exemplo 5.1, mostra-se que existe
um numero real positivo x, tal que x?> = a. Portanto, a equagao x?> = a, onde
a > 0 tem exatamente uma solugdo positiva, a qual é chamada de /a.
Exemplo 5.2. —\/§ e 1+ /2 sido irracionais.

De fato, como Q é um corpo, ele é fechado em relacdo as operagdes de soma e
multiplicacdo, ou seja, soma e produto de racionais é racional. Se —+/2 fosse raci-
onal, ao multiplica-lo pelo racional —1, o produto teria que ser racional; contudo,

~1.(=V2) =2

que sabemos ser irracional. De maneira anédloga, se 1 + \/2 fosse racional, ao
somarmos o racional —1 a este nimero, a soma seria uma racional, mas

(1+V2)+ (1) = V2,
que é irracional. Em geral, se x for racional e y irracional, entdo x + y e xy (se

x # 0) sdo irracionais. O

Teorema 5.5. Os niimeros irracionais sdo densos em R, ou seja, dados arbitrariamente
x,y € R, com x <y, existe niimero irracional z, tal que x < z < y.
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Prova. Como os racionais sdo densos em R, existe r € Q, tal que

x+\/§<r<y+\/§,

subtraindo v/2 das desigualdades acima, concluimos que
x<r—V2<uy.

Fazendo z = r — /2, concluimos que x < z < y. Afirmamos z é irracional. Caso
contrério, se z fosse racional, entdo z — r, por ser a diferenca de dois racionais,
também seria racional, mas z — r = —+/2 é irracional; veja Exemplo 5.2. O

5.5 A funcdo /x

Dado um ntimero real positivo a, se chamarmos de A o subconjunto dos ntimeros
reais positivos ¢, tais que t" < a, entdo usando os argumentos da demonstragao
do Exemplo 5.1, mostra-se que x = inf A satisfaz a equacdo x" = a. Por outro
lado, se usarmos a identidade

V' —a" = (b—a) (" 0" 204 .. 4 a" T,

mostramos que a equagdo x" = a, onde a > 0 tem no méximo uma solugdo
positiva. Portanto, a equacdo x" = a, onde a > 0 tem exatamente uma raiz
positiva, a qual chamamos de {/a ou a'/",

5.6 Exercicios resolvidos sobre infimo e supremo

Exercicio 5.2. Mostre que o conjunto IN ndo é limitado superiormente. Em particu-
lar, dado x € R, existe n € IN, tal que n > x.

Resoluc¢do. Suponha que N fosse limitado superiormente, entdo, existiria um
xo € R, tal que n < x,, para todo n € IN; e do Teorema 5.2 existiria L € R,
tal que L = supIN; em particular, L — 1 ndo seria uma cota superior para IN,
ou seja, existirian € IN, tal quen > L —1, ouseja, L < n 4+ 1, o que seria um
contradicdo, pois L = sup N, implicaria L > m, para todo m € IN, em particular
param =n+ 1. [

Exercicio 5.3. Dado x > 0, mostre que existe n € IN, tal que

x>1/n>0.
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Resolugdo. Como R é um corpo, x~! = 1/x também pertence a R, logo, do

exercicio anterior, existe n € IN, tal que n > 1/x > 0. Multiplicando estas desi-
gualdades por xn~1, temos o resultado desejado. O
Sejam a e b nimeros reais com a < b. Um intervalo é um conjunto com uma das
seguinte formas:

(a,b) = {xeR:a<x<b}, [ab={xceR:a<x<b}

[a,b) = {xeR:a<x<b}, (@b={xeR:a<x<b}

O intervalo (a,b) é chamado de aberto, ndo contém as suas extremidades. O in-
tervalo [a, b] é chamado de fechado, ele contém as suas extremidades. O interior
de qualquer um dos quatro intervalos acima é por defini¢do o intervalo aberto

(a,b).

Uma semi-reta é um conjunto de uma das seguintes formas:

(a,00) = {xe€R:x>a}, (—oo,b)={xeR:x<b}

[a,00) = {xeR:x>a}, (—oo,b]={xecR:x<b}.

Nos dois primeiros casos, a extremidade ndo pertence a semi-reta e dizemos que
ela é aberta. Nos dois tltimos casos, a extremidade pertence a semi-reta e dize-
mos que ela é fechada.

Exercicio 5.4. Seja A um subconjunto de R, tal que | = inf A exista. Mostre que
para todo € > 0 existe algum a € A, no intervalo [I,1 + €).

Resoluc¢dao. Suponha que para algum €, > 0 ndo existisse 2 € A no intervalo
[I,1 + €,). Mostraremos que isto nos levaria a uma contradi¢do. De fato, como [ é
uma cota inferior para A, entdo x > I, para todo x € A. Como estamos supondo
que ndo existam elementos de A em [I,] + ¢,), entdo x > [ + €,, para todo x € A,
ou seja, | + €, seria uma cota inferior para A, o que seria uma contradigdo, pois !
é a maior das cotas inferiores de A. O
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Exercicio 5.5. Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios de niimeros reais que sio limi-
tados inferiormente e seja

A+B={a+b:ae€AbecB}.

Mostre que
inf(A + B) = inf A + inf B.

Resoluc¢do. Como A e B sdo subconjuntos de R, limitados inferiormente, entdo
pelo Teorema 5.1 existem I4 e Ip reais tais que [4 = inf A e Ip = inf B. Portanto,
paratodosa € Aeb € B, temos

aZlA e bZlB,

logo
a+b > ZA+lB,

0 que mostra que /4 + [p € uma cota inferior para A + B. Mostraremos [4 + [p é a
maior cota inferior de A + B, portanto /4 + Ip = inf(A + B). Suponha que [ seja
uma cota inferior para A + B. Se | > I4 + I, tomariamos

€p = (l — (ZA —|—lB))/4
Para esta escolha de €,, do Exercicio 5.4, existiriam a, € A e b, € B, tais que

ao € [ZA,ZA+€0) = ao < lA+€0,

bo c [lB,lB +€0) = bo < lB +€0,

em particular

l / l
ao+bos1A+zB+zeo=%<z,

contrariando a hipétese de [ ser uma cota inferior para o conjunto A + B. O

Exercicio 5.6. Seja A um subconjunto de IR, tal que | = sup A exista. Mostre que
para todo € > 0 existe algum a € A, no intervalo (I —€,1].

Resoluc¢dao. Suponha que para algum €, > 0 ndo existisse 2 € A, no intervalo
(I — €, 1]. Mostraremos que isto nos levaria a uma contradi¢do. De fato, como / é
uma cota superior para A, entdo x < [, para todo x € A. Como estamos supondo
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que ndo existam elementos de A em (I — €,,1], entdo x <[ — €,, para todo x € A,
ou seja, | — €, seria uma cota superior para A, o que seria uma contradicdo, pois
| é a menor das cotas superiores de A. O

Exercicio 5.7. Seja S C Z limitado inferiormente. Mostre que existe | = infS e
I € S, portanto | é um inteiro.

Resolug¢do. Se olharmos para S como um subconjunto de R ele é limitado infe-
riormente, portanto existe /| = infS. Mostraremos que I € S. Como o intervalo
[I,1 +1/2) tem comprimento 1/2, ele contém no maximo um ndmero inteiro,
portanto no méximo um elemento de S. Pelo Exercicio 5.4, tem que existir algum
elemento de S em [I,] + 1/2). Portanto, existe exatamente um elemento de S em
[I,1+1/2), o qual denotaremos por n,. Se I fosse diferente de n,, entdo

l<n0<l+1/21

em particular, I+ ”02_1 < n,, consequentemente

no_l

[l,l+ ) ClL,n,) C[l,1+1/2).

Da incluséo [I,] + ””2_1) C [I,1+1/2), como n, é o tinico elemento de S em [I,] +

1/2), concluimos que o tnico elemento de S que poderia existir em [I,] + ””2_1)

seria 1,, mas isto ndo é possivel, pois [ + ”"2_1 < n,. Portanto, ndo haveria ele-

mentos de S em [, ] + ”UZ_Z), contrariando o resultado provado no Exercicio 5.4,
segundo o qual, sendo | = inf S, entdo para todo €, > 0, deve existir algum ele-

mento de S em [I,] + €,). Portanto, devemos ter n, = | = inf S. O

Exercicio 5.8. Mostre que dado um niimero real x, existe um inteiro n, tal que

n<x<n+l1.

Resolugdo. Seja S = {n € Z : x —1 < n}, entdo S é ndo vazio e limitado in-
feriormente, logo existe 1, = inf S, o qual pelo Exercicio 5.7 pertence a S. Como
n, € S, entdo x —1 < n,. Ndo podemos ter x —1 < n, — 1, pois n, — 1 estaria
em S, contrariando o fato que n, = infS. Portanto x —1 > n, — 1, isto implica
x > n,. Colocando tudo junto, temos 1, < x < n, + 1. O
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Exercicio 5.9. Suponha que <y seja uma cota superior para o conjunto A e que y € A.
Mostre que y = sup A.

Resolucao. Seja L uma cota superior para A, temos que mostrar que L > <. De
fato, se L < 7, como ¢y € A, teriamos um elemento do conjunto A maior do que
L, o que contrariaria a hipétese de L ser uma cota superior para A. [

Exercicio 5.10. Seja
A={xeR:x=(n+1)/nnec N}

Encontre o infimo e o supremo do conjunto A.

Resolucdo. Note que

n+1

1< <2,

para todo n € IN, portanto A é limitado inferiormente e superiormente. Sendo
A um subconjunto de R limitado inferiormente, ele tem infimo. De maneira
analoga, sendo A um subconjunto de R limitado superiormente, ele tem su-
premo. Como 2 é uma cota superior de Ae 2 € A, entdo

supA = 2.

Note que 1 é uma cota inferior de A, afirmamos que 1 é a maior cota inferior de
A e portanto
infA=1.

Para mostrarmos que 1 é a maior cota inferior de A, mostraremos que nenhum
nuamero real x > 1 pode ser uma cota inferior de A, ou seja, se x > 1; entdo existe
y € A, tal que y < x, isto é, existe algum namero natural n,, tal que % < x. De
fato, temos
n+1 _1-n(x-1)
n re n

<0,

ﬁ, o que é possivel em virtude do Teorema 5.3. Portanto, se tomarmos
n, tal que n, > ﬁ, entdo y = ”‘;,l—jl € Aey < x. Logo x > 1 ndo pode ser uma
cota inferior de A, como 1 é uma cota inferior de A, entdo 1 é a maior cota inferior

de A. ]

sen >
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5.7 Exercicios

Exercicio 5.11. Encontre o infimo e o supremo dos seguintes conjuntos:

(I){xeR :a<x<b}
2){xeR :a<x<b}
B){xeR :a<x<b}
(4) {1} U (2,3] U (4,10).

Exercicio 5.12. O conjunto Z tem infimo ou supremo? Justifique a sua resposta.

Exercicio 5.13. Suponha que m seja uma cota inferior para o conjunto A e que m € A.
Mostre que m = inf A.

Exercicio 5.14. Suponha que A e B sejam dois conjuntos ndo vazios de niimeros reais,
tais que x <y, para todo x € Aey € B.

(a) Mostre que sup A <y, para todo y € B.

(b) Mostre que sup A < inf B.
Exercicio 5.15. Sejam A e B sejam dois conjuntos nio vazios de niimeros reais que sgo
limitados superiormente e seja
A+B={x+y:x€AyecB}
Mostre que

sup(A + B) = sup A + sup B.

Exercicio 5.16. Suponha que A é um subconjunto dos reais para o qual o infimo e o
supremo existam. Mostre que inf A < sup A.

Exercicio 5.17. Seja S C Z limitado superiormente. Mostre que existe | = sup S e que
I € S, portanto, | é um inteiro.
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AULA6: O TEOREMA DOS INTERVALOS
ENCAIXADOS, VALOR ABSOLUTO

E DESEIGUALDADES

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender a demonstracdo do Teorema dos Intervalos Encaixados e porque
0s numeros reais sdo ndo enumeraveis.

2. Compreender o conceito de valor absoluto e as suas propriedades e resolver
desigualdades que envolvam valores absolutos.

6.1 O Teorema dos Intervalos Encaixados

Teorema 6.1. (Intervalos Encaixados.) Dada a sequéncia decrescente Iy D Ip D ... D
I, D ...de intervalos limitados e fechados I,, = [an, by, entio

rjiil.c'):1l7’l ;é ®/
ou seja, existe pelo menos um real c, tal que ¢ € I,, para todon € IN.

Prova. Note que dizer que existe um ntmero L, tal que L € I, para todo n, sig-
nifica que a, < L < by, para todo n.

Das inclusodes I, D 1,11, temos

am < ap <

..San S ...bn S . e <b2§b1.
Como a, < by, para todo 1, segue que o conjunto
A={ay,ay,...,4n,...}

é limitado superiormente e, pelo Teorema 5.2, existe sup A, o qual denotaremos
por L. Sendo L uma cota superior para A, temos

al’lSL/

para todo n. Além disso, como cada b, é uma cota superior para A e L a menor
das cotas superiores para A, temos

Lgbn/

para todo n. Portanto a, < L < by, para todo n. l
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6.2 O conjunto R é ndo enumeravel

Teorema 6.2. O conjuntos dos niimeros reais é ndo enumerdvel.

Prova. Mostraremos que ndo existe funcdo f : N — R sobrejetiva, ou seja, para
toda f : IN — IR, existe algum real L, tal que L # f(n), para todo n.

Seja f : IN — R uma fungdo qualquer, tome reais a; e by, tais que f(1) < a1 < by
e defina I} = [ay,b1]. A seguir encontraremos um intervalo I = [ay, by], tal que
I, C L e f(2) ¢ I. De fato, se f(2) ¢ I, tomamos I, = I, ou seja, fazemos
ay =ajeby =0b1.5e f(2) € [; e f(2) # a1, fazemos ap = a1 e by = (a1 + f(2))/2.
Se fo € I1 e f(2) = a1, fazemos ap = (f(2) +b1)/2 e by = by.

Tendo encontrado intervalos Iy O I O ... D Iy, tais que f(j) ¢ I;, construiremos

ointervalo I, 11 C Iye f(n+1) & 1,11, onde I,, ;1 = [a,41,by11], com a, 1 e byiq
definidos abaixo.

(i) Se f(n+1) & I,, entdo, a,.1 = an € b1 = by.

(i) Se f(n+1) € Iy e f(n+1) # a,, fazemos a,,1 = ay e by,11 = (an + f(n +
1))/2.

(iii) Se f(n+1) € I, e f(n+1) = a,, fazemos a,11 = (f(n+1)+by)/2 e
bn_|_1 — bn.

Comol; DL D ... D1, D ... pelo Teorema dos intervalos encaixantes, existe

algum real L que pertecem a todos os I,,’s, portanto L # f(n), para todo n, logo
L ndo estd na imagem de f, portanto f ndo é sobrejetiva. O

6.3 Valor absoluto e desigualdades

Defini¢do 6.1. O valor absoluto ou médulo de um niimero real a, denotado por |a|, é
definido como

a, sea >0
jaf = —a, sea <.

Por exemplo, |2| =2e | —2| =2.

Geometricamente, na reta real, |a| é a distancia de a a origem.

Exercicio 6.1. Mostre que ¢ < |c|, para todo c.
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Exercicio 6.2. Sejam a e b reais positivos, tais que a < b. Entiio \/a < \/b.

(Sugestido: (v/a — vb)(v/a++vVb) =a—b)

Exemplo 6.1. Seja a € R, entdo
Va2 = |al. 6.1)
De fato, note que a2 = |a|?, logo Va2 = /]a]2. Por outro lado, como |a| > 0,

segue que +/[a2 = |a|. Portanto va2 = |a]. O

Teorema 6.3. (Propriedades do valor absoluto) Sejam a e b niimeros reais quaisquer.
Entdo,

|ab| = |al |b] (6-2)
la+b| <|a|+ |b| (desigualdade triangular) (6.3)
|la = [b]] < [a —b]. (6.4)

Prova. Para provarmos (6.2), vamos considerar as seguintes possibilidades:

(i) Se a,b > 0, entdo |a| = a e |b| = b; além disso, como ab > 0, temos |ab| = ab,
portanto |a| |b| = ab = |ab|.

(ii) Se a,b < 0, entdo |a| = —a e |b| = —b; além disso, como ab > 0, temos
lab| = ab, portanto |a| |b| = (—a)(—b) = ab = |ab]|.

(iii) Sea > 0eb < 0, temos |a| = a, |b| = —b e como ab < 0, entdo |ab| = —(ab).
Portanto |a| |b| = a(—b) = —(ab) = |ab|.

(iv)Sea < 0eb > 0, temos |a| = —a, |b| = b e como ab < 0, entdo |ab| = —(ab).
Portanto |a| |b| = (—a)b = —(ab) = |ab|.

(v)Sea =0oub = 0, entdo ab = 0 e portanto, |ab| = 0; por outro lado, devemos
ter |a| = 0 ou |b| = 0, portanto |a| |b| = 0. Logo |ab| = 0 = |a]| |b].
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A seguir provaremos (6.3). Note que de (6.2), temos
a*] = |aa| = |a |a] = |a|. (6.5)

Além disso, do Exercicio 6.1 e de (6.2), temos

2ab < |2ab| = 2|a| |b|. (6.6)
Portanto
(a+b)*> = a®+2ab+b?
= |a|*> +2ab + |b|? (usamos (6.5))
< |a*+2|a||b| + |p]*  (usamos (6.6))
= (la +[b])?
Logo

(a+b)* < (laf + [b])*

Desta desigualdade e do Exercicio 6.2, temos

V0@t 0)2 < \/(al + b))

Desta desigualdade e de (6.1), temos

a0 = /(a+0)2 < \/(la] +[b])2 = |a] +[b],

ou seja,
la+b| < |a| + |b],
0 que mostra (6.3).
A seguir provaremos (6.4). Suponha que |a| > |b| (se |b| > |a|, basta repetirmos

os argumentos abaixo, trocando os papéis de a e b). Como |a| > |b|, entdo |a| —
|b] >0, logo

||a] = [bl[ = |a| — [b], (6.7)
mas de (6.3), temos

lal = |(a = b) + b < [a—b|+]b],

portanto
|a| < |a—b] +[b].
Subtraindo |b| da desigualdade acima, temos
o] = [b] < a—b. 69

Portanto, de (6.7) e (6.8), temos
|la| = [bl[ = |a] = [b] < |a —b].
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Exercicio 6.3. Sejam x,y,z € R. Mostre que

¥ —z| < Jx —y[+ |y —z|.

Sugestdo: Note que x —z = (x —y) + (y — z), use (6.3).

Exercicio 6.4. Sejam x1, ..., x, niimeros reais. Mostre por inducdo que

n
) xi
i=1

n
< Y |xil.
=1

Exemplo 6.2. Sejam a,b € R, entdo a® + ab + b > 0.
De fato, se ab > 0, entdo,

a®> +ab+b* > a*+b* >0,
Se ab < 0, entdo —ab > 0, portanto

a*4ab+b* = (a+b)*>—ab > (a+b)*> > 0.

Exemplo 6.3. Sejam x e y reais ndo negativos, entio
VXY < (x+y)/2. (6.9)
De fato, note que x2 — 2xy + y?> = (x —y)? > 0, ou seja,
x? —2xy +y* >0,

logo
X2+ % > 2uy.

Somando-se 2xy a esta desigualdade, temos
2 2
x°+2xy +y° > 4xy.

Portanto
dxy < (x +y)>
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Tomando a raiz quadrada desta desigualdade, obtemos

2y/xy < x+y,

dividindo esta desigualdade por 2, temos (6.9). O

A quantidade (x + y)/2 é chamada média aritmética de x e y e \/xXy é chamada
média geométrica de x e y. O que o (6.9) estd dizendo é que a média geométrica
de dois ntimeros reais ndo negativos é sempre menor ou igual a média aritmética
deles.

Exemplo 6.4. (A desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam ay,...,a, e by, ..., by sio

niimeros reais, entdo
2 n n
<Y a2 ()Y v (6.10)
i=1 i=1

De fato, sejam A = Y ;a?, B=Y " b?e C =Y} ;a;b;. Se B =0, entdo, b; = 0,
parai = 1,...,n e (6.10) é vélida, pois teremos igualdade. Suponha que B > 0.
Entao

n

Y aib;

i=1

n
Y |Ba; — Cb;|* =
i=1 /

n n n
= B*Y a7 —2BCY aib;+C*Y b}
i=1 i=1 i=1

B%A — BC?
B(AB — C?).

1=

(Blli — Cbi)(Btli — Cbl)

N
I
_

Portanto B(AB — C?) = Y* | |Ba; — Cb;|*> > 0; como B > 0, segue-se que AB —
C? > 0; portanto C> < AB, o que prova (6.10). O

Observacao 6.1. O que a desigualdade de Cauchy-Schwarz estd dizendo é que se @ =
(a1,...,an)eb = (by,...,by), entdo

@8] < llall 1511,
onded-béo produto escalar do vetor @ com o vetor b.

Exemplo 6.5. Sejam b, € niimeros com € > 0. Entdo x satisfaz |x — b| < € se, e somente
se,

b—e<x<b+e. (6.11)
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De fato, suponha que |x — b| < €. Temos uma das seguintes possibilidades: (i)
b < x ou (ii) x < b. Mostraremos que em qualquer um dos dois casos vale (6.11).

Seb < x,entdiox —b = |x—b| <e massex —b < ¢ entdo x < b+ €. Por outro
lado, temos x — b > 0 > —e. Portanto, temos

—e<x—b<e.

Sex < b,entdiob —x = |x — b| < ¢, logo b — € < x. Por outro lado, b —x > 0 >
—€, 0 que implica x < b + €. Portanto, temos

—e<x—-b<e.

Reciprocamente, se b — € < x < b + €, entdo subtraindo b destas desigualdades,
temos
—e<x—-b<e<= —e<b—x<e.

Como |x —b| = x —bou |x —b| = b — x, segue das desigualdades acima que
lx —b| <e. O

Exercicio 6.5. Mostre que existem exatamente dois niimeros x satisfazendo a
condigdo
|x —b| =e.

Podemos usar o valor absoluto na representagdo de intervalos: por exemplo,
dado um ntimero real positivo 4, podemos escrever

(—a,a) ={xeR : |x]| <a}.

Dados dois reais a,b, |a — b| é a distancia entre eles. O comprimento de um in-
tervalo é a distancia entre os pontos correspondentes as suas extremidades. A
metade do comprimento do intervalo é chamada de raio do intervalo.

Exemplo 6.6. Determine todos os valores de x que satisfazem a sequinte igualdade:
x4+ |x =2 =1+ |x|.

Note que a primeira coisa que temos que fazer é tirar os médulos que aparecem
na igualdade; para isso teremos que encontrar os valores de x para os quais as
expressdes dentro dos médulos se anulam. No presente exemplo, tais pontos sdo
x = 2ex = 0. Com isso podemos escrever o conjunto dos ntimeros reais da
seguinte forma:

R = (—00,0) U [0,2) U2, c0).
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Em (—o0,0), temos x < 0, logo
x| = —x,

como x < 2, entdo
x—=2|=—-(x—2)=2—x.

Portanto, a igualdade x + |x —2| =1+ |x| é equivalenteax +2 —x =1 —x, ou
seja, x = —1. Logo, em (—0o0,0) a tinica solugdode x + |[x —2| =1+ |x| éx = —1.
Em [0,2), temos x > 0, logo

x| = x,

como x < 2, entao
x—2|=—(x—2)—2—x,

Portanto, a igualdade x + |x — 2| = 1+ |x| é equivalenteax+2 —x = 1+ x, ou
seja, x = 1. Logo, em [0,2) a tinica solugdo de x + |[x —2| =1+ |x| éx = 1.

Em [2, ), temos x > 0, logo
x| = x,

como x > 2, entao
|lx —2| =x—2.

Portanto, a igualdade x + |x —2| =1+ |x| é equivalentea x +x —2 = 1+ x, ou
seja, x = 3. Logo, em [2,00) a tnica solugdode x + |x —2| =1+ |x| é x = 3.

Portanto, x + |x — 2| = 1+ |x| se, e somente se, x € {—1,1,3}. O

Exercicio 6.6. Determine todos os x que satisfazem a sequinte desigualdade:

lx =3+ |x—1| < 4

Exercicio 6.7. Descreva o conjunto {x € R : |x —2| < 5}.

Exercicio 6.8. Dados a,r € R, com r > 0, descreva o conjunto

{xeR: |x—a|<r}
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Exercicio 6.9. Descreva o conjunto dos pontos x € R, cuja distdncia a —1 é 3.

Exercicio 6.10. Descreva o conjunto {x : |x —2| < |x — 6]|}.
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7 Definicdo de sequéncia



AULA7: SEQUENCIAS NUMERICAS E LIMITES DE
SEQUENCIAS

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de sequéncia e de limite de uma sequéncia, bem
como as propriedades de limite.

2. Compreender os conceitos de sequéncia limitada e de sequéncia ilimitada.

3. Compreender e saber aplicar o Teorema do Sanduiche e a Desigualdade de Ber-
noulli.

4. Calcular limites de sequéncias.

7.1 Definicao de sequéncia
Definicao 7.1. Uma sequéncia de niimeros reais é uma fungio
a: N — R,

que associa a cada natural n um niimero real a(n), que denotaremos por a,. Os elementos
an’s sido chamados de termos da sequéncia, a qual denotaremos por (a).

Exemplo 7.1. Alguns exemplos de sequéncias de niimeros reais:

1,2,3,...,n, ...
1 2 3 n
273 4 7 n+1

1,-1,1,-1,1,-1,...,(=1)"*, ...

3,3,3,3,...,3,...

1,1/3,1,1/4,1,1/5,1,...
cos 1 cos2 cos?3 cosn
B e e

2,22023 . on .
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Quando quisermos nos referir ao conjunto formado pelos termos da sequéncia,
usaremos a notagdo {ay, }.

Exercicio 7.1. No Exemplo 7.1, quais sdo o nono e o décimo termos da terceira e da
quinta sequéncias?

Defini¢do 7.2. Dizemos que uma sequéncia (a,) é limitada superiormente, se existir
K € R, tal que a, < K, para todo n. De maneira andloga, dizemos que uma sequéncia

(an) é limitada inferiormente, se existir k € R, tal que a, > k, para todo n.

Exemplo 7.2. A sequéncia (ay), definida por a, = n é limitada inferiormente, pois
ay > 1, para todo n. Por outro lado, ndo existe um niimero real K, tal que a, < K para
todo n, portanto (ay,) ndo é limitada superiormente.

Exercicio 7.2. Quais das sequéncias do Exemplo 7.1 sido limitadas superiormente e quais
sdo limitadas inferiormente? Por qué?

7.2 A defini¢do de limite

Considere a sequéncia (a,), cujo termo geral é 2, = Z—_l entdo os primeiros

1
termos desta sequéncia sao

intuitivamente os termos desta sequéncia estdo ficando cada vez mais préximos
de 1. Mas o que significa isto? Tomemos um intervalo centrado em 1, digamos
de raio 1073. Sera que é possivel encontrarmos um inteiro positivo 7, a partir do
qual todos 0s a,’s estardo no intervalo (1 —1073,1 + 1073)? Isto é equivalente a
dizer que

1-107° <a, <141077,

ou ainda, que
la, — 1] <1073,

%H, portanto |a, — 1| < 1073, se tivermos n > 2 x 10° — 1.

Se ao invés de 1073 tivéssemos pegado 1015, entdo |a, — 1| < 1071%, para n >
2 x 101 — 1. Em geral, dado um ntimero positivo €, ndo importa o quao pequeno
ele seja, se n, for um inteiro positivo tal que n, > % — 1, entdo para todo n > n,,
temos

Note que |a, — 1] =

la, — 1] <e.
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Defini¢do 7.3. Dizemos que uma sequéncia (a,) converge para um niimero real 1, se
para todo niimero real positivo € (poderiamos ter usado qualquer outra letra para denotar
este nﬁmero) existir um niimero natural n,, tal que

la, — 1] <€, (7.1)

para todo n > n, (ou seja, todos 0s a,’s com n > n, estio dentro do intervalo (I —€,1 +
€)). Neste caso, escrevemos

| = lim a,.
n—oo

Se a sequéncia (a,) ndo convergir, dizemos que ela diverge.

an (n > ny)
| / |
[ [
[—¢€ I+e€
Figura 7.1: Dizer que lim,_,« a, = [, significa que para todo € > 0, existe um inteiro positivo n, tal que todos os a,'s

com n > n, estdo no intervalo (I —¢,1+¢).

Observacao 7.1. Suponha que lim a,, = 1. Tome um niimero positivo €. Se na definigdo
n—o0
de limite fizermos € = ke, onde k é um niimero positivo, concluiremos que existe um
inteiro positivo n,, tal que se n > n,, teremos |a, — 1| < & = ke. Resumindo, se
limy e a, = 1, entdo dados € e k positivos, existe um inteiro positivo n,, tal que se
n > n,, teremos
lan — 1| < ke.
Exemplo 7.3. Seja (a,) a sequéncia constante, ou seja, a, = c, para todo n. Mostre que

lima, = c.
n—oo

De fato, dado € > 0, note que |a, — ¢| = |c — ¢| = 0 < €, para todo n. Assim, na
defini¢do de limite, podemos tomar como 7, qualquer nimero natural fixo.  [J

Exemplo 7.4. Mostre

1
lim — = 0.
n—oomn
De fato, dado € > 0, tome 1, € IN tal que n, > 1/¢, entdo se n > n,, teremos
1 1 1
L 0‘ _1 .1
n n - n
0 que mostra que
1
lim — = 0.
n—oo
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Exemplo 7.5. lim 5T _ .

n—oo 1

De fato, dado € > 0, tome 1, € N, tal que n, > lo Como |cosn| < 1, para todo
n,sen > n,, temos

cosn cosn 1 1
| —0\:| 1.1
n n n - n
0 que mostra que
cosn
lim =0.
n—oo M

Exercicio 7.3. Mostre a sequinte afirmagdo: existe n, € IN, tal que

n+3

— 1‘ <1071

para todo n > n,.

Exercicio 7.4. Use a definigdo de convergéncia de uma sequéncia (em termos de € e
1,) para mostrar que

(a)

(b)

Exercicio 7.5. A sequéncia a,, = sen(nrt) converge?

Exercicio 7.6. Mostre

para todo p > 0.
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Exemplo 7.6. Se lim a,, = I e ¢ é uma constante, entdo
n—o0
lim (a, —¢c) =1—c.
n—oo
De fato, seja b, = a, — ¢, mostraremos que limb, = [ —c. Tome € > 0, como
n—oo

lim a,, = I, entdo existe n, tal que se n > n,, temos |a, — I| < €, portanto
n—oo

by — (=) = l(an —c) = (1= )| = |an —1] <,

0 que mostra que a sequéncia (b, ) converge para [ — c. O

Exemplo 7.7.

lima, =1
n—oo

se, e somente se,
n—o00
De fato, se lgn a, = I, entdo dado € > 0, existe n,, tal que se n > n,, temos
n (e )

la, — 1| < €, portanto
|(an —1) —0| =|a, — 1] <6,

0 que mostra que nlgglo(an —1)=0.

Por outro lado, se lim (a, — 1) = 0, entdo dado € > 0, existe n,, tal que se n > n,,
n—oo

temos |(a, —I) — 0| < €, portanto

0 que mostra que nlgglo a, = L. O

Observacao 7.2. Dos dois exemplos anteriores, concluimos que
n—oo n—o00
por qué? Em particular,
lima, =0 <= lim |a,| = 0.
n—o00

n—o00

Exercicio 7.7. Mostre que se a sequéncia (a,) convergir para 1, entdo a sequéncia
(—ay) converge para —1.

Sugestdo: |(—a,) — (=1)| = |a, — 1]
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Exercicio 7.8. Seja (a,) convergente el = lim ay,.

n—oo
(i) Sel > 0, entdo existe um inteiro positivo n,, tal que a, > 0, para todo n > n,.
(ii) Se l < 0, entdo existe um inteiro positivo n,, tal que a, < 0, para todo, n > n,.

Sugestao: Na definicio de limite, tome € = |1|/2.

Exercicio 7.9. Mostre que se (a,) convergir, entio a sequéncia (|a,|) também con-
verge e

lim |a,| = | lim ay,| .
n—o00 n—oo

A reciproca deste resultado é falsa, por qué?

Sugestdo: Seja | = ILm ay. Sel = 0, ndo temos nada a fazer, veja a Obsservagio
n—oo

7.2. Sel # 0, entdo do Exercicio 7.8, concluimos que a, e | tém sinais iguais, para
n > n,, portanto ||ay| — ||| = |an — 1|, para n > n,.

Exemplo 7.8. Seja (ay,) convergente e suponha que « < a, < B, paran > N, entdo

x < lima, <B.

n—oo

De fato, suponha que a,, > a, paran > N esejal = lim a,. Afirmamos que! > «a.
n—oo

Assuma que | < &, mostraremos que isto nos levard a um absurdo. De fato, se
| < «, fazendo

a1

T2

na defini¢do de limite, encontramos 7, tal que

an € (I—¢,1+€),

para todo n > n,. Em particular, para todo n > n, devemos tera, < [ +€ =
HT"‘ < &, o que é um absurdo, pois por hipétese, a, > «, para todon > N.

Deixamos para o aluno mostrar que [ < B.

Sugestdo: suponha que ! > 8 e na defini¢do de limite tome € = #, mostre que
isto nos leva a um absurdo. O
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7.3 Unicidade do limite

Mostraremos que o limite de uma sequéncia convergente (a,) é tnico; caso
contrario, se tivéssemos

lima, =11 e lima, =1,
n—oo n—oo

Iy — b

com [{ # I, tomariamos € = e pela defini¢do de limite, existiriam natu-

rais 17 e ny, tais que
lan — | <€, sen>mn

lan — | <€, sen > ny.
Em particular, se n, = max{ny, ny} (ou seja, n, é o maior dos dois valores n; e
1ny), entdo para n > n,, terfamos n > ny e n > ny, portanto

lan — | <€ e |a,— | <e.

Da primeira desigualdade todos os a,’s com n > n, estariam no intervalo (/1 —
€,11 + €) e da segunda desigualdade todos os a,’s com n > n, estariam no inter-
valo (I, — €,1 + €), o que seria um absurdo, pois estes intervalos sdo disjuntos.
Esta contradi¢do surgiu do fato de assumirmos I; # I, portanto, devemos ter
I = 1. O

7.4 Sequéncias limitadas

Definigado 7.4. Dizemos que uma sequéncia (a,) é limitada, se existir um niimero real
positivo K, tal que |a,| < K, para todo n.

Lema 7.1. Se (ay,) for convergente, entio (ay) é limitada.

Prova. Suponha que lim a4, = | e na defini¢do de limite, tome € = 1, entdo existe
n—oo

um natural #n,, tal que |a, — 1| < 1, se n > n,. Portanto, segue da desigualdade
triangular que

|an| = [(an = 1) + 1] < fan =1 +[I] <1+ 1,

paran > n,. Seja

K=max{|m|,...,|an,—1], 1+ |I|},
(ou seja, K é o maior dos valores |a1],...,|a,,—1|,1+ |I|), entdo |a,| < K, para
todo n. O

Uma consequéncia deste resultado é que se (a,) for ilimitada, entdo ela ndo pode
convergir.
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Exercicio 7.10. Por que podemos dizer que a sequéncia 1,2,3,...,n, ... diverge?

Exercicio 7.11. Ser limitada é uma condigdo necessdria para que uma sequéncia con-
virja, porém ndo é suficiente, por qué?

(Sugestao: Considere a sequéncia cujo n-ésimo termo é dado por a, = (—1)")

7.5 Limites infinitos

Definicao 7.5. Dizemos que

lima, = oo,
n—oo

se para todo niimero niimero real M > 0 existir um n,, tal que se n > n,, entdo a, > M.
De maneira aniloga, dizemos que

n—oo

se para todo niimero real M < 0 existir um n,, tal que se n > n,, implica a,, < M. Nos
casos em que os limites sdo infinitos, dizemos que a sequéncia diverge.

Exercicio 7.12. Dé um exemplo de uma sequéncia (ay,), tal que limy, oo a4, = +o00.

Exemplo 7.9. lim,, ;o 2" = co.

Prova. Afirmamos que
2" >n,

para todo inteiro positivo .

Claramente, a desigualdade acima é verdadeira para n = 1, pois neste caso temos
21 = 2 > 1. Assuma que ela seja verdadeira para n = n,, mostraremos que ela
vale para n = n, 4 1. De fato, se

2" > n,,
entdo ao multiplicarmos esta desigualdade por 2, teremos

2motl S 20 = ny + 1y, > np + 1.
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Portanto, por indugdo, concluimos 2" > n, n € IN. Logo, dado um ntimero real
positivo M, tome n, inteiro positivo, tal que n, > M. Entdo se n > n,, teremos

2" >n>n, > M,

0 que mostra que lim;, o, 2" = co. O

Exemplo 7.10. (A desigualdade de Bernoulli). Seja v > —1 um niimero real fixo. Mos-
tre que

(1+r)">1+nr, (7.2)
para todo n.

De fato, mostraremos (7.2) por indugéo em 7. Note que se 7 = 1, temos (1 +7)! =
1+ r e (7.2) é verdadeira, pois temos igualdade. Suponha que (7.2) seja valida
para n = n,, mostraremos que ela também é valida para n = n, + 1. De fato, se

(T+7)" >1+nyr,

entdo multiplicando-se esta desigualdade por 1 + r e lembrando que 1 +r > 0,
temos

(14"t > (T4n)(1+7)
= 14+ +n,)r+n,
> 1+ (ny+1)r,

portanto (7.2) vale para n = n, + 1 e, por inducéo, (7.2) vale para todo n posi-
tivo. [

Exemplo 7.11. Em geral, podemos mostrar que se ¢ é um niimero real maior do que 1,
entdo, temos
lim ¢" = oo.

n—oo
De fato, note que todo real ¢ > 1, pode ser escrito como
c=1+rv,
onde r = c — 1 > 0. Portanto, da desigualdade de Bernoulli, temos

"=00+r)">1+nr,

para todo inteiro positivo n. Dado M > 0, seja n, tal que n, > M/r, entdo, se
n > n,, temos n,r > M e da desigualdade de Bernoulli, temos

=04r">14+nr>14+n,r>14+M> M.
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Exemplo 7.12. Em geral, podemos mostrar que se ¢ é um niimero real com |c| < 1,
entdo, temos

lim ¢" = 0.

n—00

De fato, note que se ¢ = 0, temos a sequéncia constante 4, = 0, cujo limite é 0.

Se 0 < |¢] < 1, podemos escrever |c| = ,onde v > 0. Da desigualde de

1
1+7r
Bernoulli, temos

(1+7r)">1+nr,

o que implica que
1 < 1 ,
(147" — 1+nr

portanto
1 1

< .
(I+7r)" — 1+nr

" =

1 . .
Logo, dado € > 0, tome 1, um inteiro positivo, tal que n, > o 0 que implica

1 .
que - < €. Entao, se n > n,, temos
0

1 1
lc|" < < < — <e.
1+nr = 14+n,r npr

Isto mostra que lim |c|" = 0, o que é equivalente a dizer que limc¢" = 0, veja
n—oo n—oo

Exercicio 7.9. [l

7.6 O Teorema do Sanduiche

Teorema 7.1. (Teorema do Sanduiche) Sejam (ay), (bn) e (cn) sequéncias, tais que
by < ay <cp,

para todo n e

limb, =1 = limc,.
n—oo n—oo

Entdo
lima, =1L
n—oo
Prova. Dado arbitrariamente € > 0, mostraremos que existe n), € N, tal que
lan — 1| < €, para todo n > nl].
Tome € > 0 qualquer. Como

limb, =1= limc,,
n— 00 n—00
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existem n,, n), € IN, tais que n > n, implica |b, — I| < een > n) implica |c, — | <
€. Seja )] = max{n,, n,}, entdo n > nl implica |b, — | < ee|c, — | < €, ou seja,
by e ¢, estdo no intervalo (I —¢€,1 + €) para n > n/, em particular, para n > n,
temos

l—e<by<a,<cy<l+eg,

0 que é equivalente a |a, — I| < €. O

No Teorema do Sanduiche podemos substituir a hipétese de b, < a, < ¢, para
todo n, por b, < a, < ¢y, para todon > N, onde N é um inteiro positivo, por
qué?

Exemplo 7.13. Mostre que

. cosn
lim =0.
n—0o0 n

De fato, como | cosn| < 1, para todo inteiro positivo #, entdo

cosn‘ | cosn] o1

og‘
n

n —n’
para todo n. Se fizermos a, = ‘% ,bp,=0ec, = %, entdo temos b, < a, <

cp e limb, = 0 = lim ¢,; portanto do Teorema do Sanduiche concluimos que
n—oo n—oo

limy e a, = 0, ou seja, limy, 0 |

cosn
n

| = 0 e da Observagdo 7.2 concluimos que

. cosn
lim =0.
n—o0 n

Exemplo 7.14. Calcule o sequinte limite

lim ntl
n—>oon2—|—n—|—1'

ntl 1 1+ ) _1
n2+n+1 n n+%+1 —n

De fato, note que

Portanto 1 1
n
_n+l < .
“n?4+n+1"n
Sejam a, = #*nlﬂ, b, =0ec, = %, entdo b, < a, < c,, como sequéncias (by)

e (cp) convergem para zero, entdo pelo Teorema do Sanduiche, concluimos que a
sequéncia (a,) também converge para zero. O
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Exemplo 7.15. Calcule o sequinte limite
lim (Vn+1—+/n).
n—oo

De fato, note que

VTl v = Wrtl-yn)(Vn+1+Vn)

vn+1++/n
1

NES e
1
.

Portanto

0<Vn+1l—vn<—,

-

Sejam a, = vVn+1—+/n, b, =0ec, = \/Lﬁ, entdo temos as seguintes desigual-

dades: b, < a, < ¢y, como as sequéncias (by,) e (c,) convergem para zero, entao
pelo Teorema do Sanduiche, concluimos que a sequéncia (a,) também converge
para zero. [

Exemplo 7.16. Seja (ay,) uma sequéncia, tal que x, > 0 e

lima, =L >0,

n—,oo
entio
i v = VI
De fato, tome € > 0, como nh_{r.}o a, = L, em virtude da Observacdo 7.1 existe

inteiro positivo n,, tal que se n > n,, temos

Portanto, se n > n,, temos

[Van —

]

Exemplo 7.17. Seja (b,) uma sequéncia limitada (convergente ou nio) e lgn a, = 0.
n—oo

Entdo
lim (a, b,) = 0.

n—o00
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De fato, tome € > 0, como (b,) é limitada, existe K > 0, tal que |b,| < K, para

todo n. Como lim a, = 0, entdo em virtude da Observagdo 7.2, concluimos que
n—oo

lgn |ax| = 0; portanto, pela Observagéo 7.1 existe um inteiro positivo n,, tal que
n (o)

. . € .
n > n, implica |a,| < 3 ou seja,

€

com isso concluimos a demonstracéo. O]

7.7 Propriedades de Limite

Teorema 7.2. Sejam (ay) e (by) duas sequéncias convergentes e c um niimero real qual-
quer, entdo as sequéncias (can), (an + by), (an by) sdo convergentes, além disso, temos

(0) Jim (can) = clim 2,

(ii) lim (a, +b,) = lima, + lim b,
n—o00 n—oo n—o0

(ii) 1112130(“71 by) = (T}g%oan)(nh_{%obn)-

. (a ,
Se by, # 0, para todo n e li_r}n by # 0, entdo sequéncia ( b_”> também convergird e
n—oo n
lim a,
iv) lim = "7%_
() b, = Tim b,
n—oo

Prova. (i) Seja | = nlggto a,. Dado € > 0, mostraremos que existe n, € IN, tal que se
n > n,, temos

|(cay) —cl| = |c| |ay, — 1| < e.
De fato, como nlgrolo a, = I, entdo em virtude da Observacao 7.1, existe n, € IN, tal

que se n > n,, temos
€
a, — 1| < ——,
j@n =1 le] +1
portanto

€
| = I <le| ——— <¢,
|(can) —cl| = e[ |an — 1] < |c| Ic] 1<€

o que prova (i).

(ii) Sejam I; = lima, e [ = lim b,,. Dado € > 0, mostraremos que existe 1, € IN,
n—oo n—oo
tal que se n > n,, temos

|(Lln—|—bn) — (ll—i-lz)‘ = |(Lln —11) + (bn —lz)| < €.
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De fato, como lima, =1 e lgn b, = I, em virtude da Observacao 7.1 existem
n—oo n—oo

inteiros positivos ny, 1y, tais que se n > n; teremos

€

jan —h] < 3 (7.3)
esen > np temos
€

Seja
n, = max{ny, ny},
entdo se n > n,, temos n > ny e n > ny, portanto valem as desigualdades (7.3) e

(7.4). Entao para n > n,, segue da desigualdade triangular e das desigualdades
(7.3) e (7.4) que

[(an + by) = (h + 1) [(an — 1) + (bn — 1)

< E+E—e
2 2

o que mostra (ii).

(iii) Sejam Iy = lima, el = lim by,. Dado € > 0, mostraremos que existe 1, € IN,
n—oo n—,oo

tal que se n > n,, temos

De fato, como (by,) é convergente, ela é limitada, ou seja, existe uma constante
positiva K, tal que |b,| < K, para todo n. Tome ¢ > 0. Como as sequéncias
(an) e (by) convergem para I e I, respectivamente, entdo pelo Exemplo 7.7, as
sequéncias (a, — 1) e (b, — I) para zero e pela Observagdo 7.1 existem inteiros
positivos nj e ny, tais que se n > nj, teremos

€

|(Zn — ll| < R (75)
esen > np, temos
€
— _— 7.

Seja
n, = max{ny, ny},
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entdo se n > n, valem as desigualdades (7.5) e (7.6). Portanto, para n > n,, segue
da desigualdade triangular e das desigualdades (7.5) e (7.5) que

|lln bn—lllz| (lln —ll)bn+ll(bn—lz)|

< [(@n = )] [ba] + 1] |(bn — I2)]
€ €
< ﬁK+|ll|—2(ll+1)
_e,¢
2 2
= €

0 que prova (iii).

(iv) Sejam lgn a, =l e lign b, = I # 0. Dado € > 0, mostraremos que existe
n—oo n—oo

n, € N, tal que se n > n,, temos

an N _|an—l)h+h(—bn)| _
bn 12 len
De fato, como lgn b, = I # 0, existe um inteiro positivo nj, tal que se n > ny,
n [0
temos
l
bl > 12,
por qué? Portanto
1 2 1 2
< — e < = (7.7)
|by | |1 |Iby, | l%

Como lima, = I} e limb, = Iy, as sequéncias (a, — 1) e (b, — I) convergem
n—o0 n—oo

para zero e, em virtude da Observacgdo 7.1 existem ny, n3 € IN, tais que se n > ny,
temos

lay, — 11| < % € (7.8)
esen > ng, temos
22
by — 1| < L+ 1) €. (7.9)

Seja
n, = max{ny, ny, n3}.

Entdo se n > n,, valem as desigualdades (7.7)-(7.9). Portanto, para n > n, segue
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da desigualdade triangular e das desigualdades (7.7), (7.8) e (7.9) que

an Ll _ |(an—h)h+h(l —by)
bn lz lzbn
< @ =h)[|b]+ |h|[(l = b
B | 1204
2 1 2 1|2
< — || e+ [ €
PERARAAES
PR
2 2 ’
0 que mostra (iv). ]

Observagio 7.3. Note que das propriedades (i) e (ii), se (an) e (by) forem convergentes
e o e B forem niimeros reais quaisquer, entdo,

(ot + Bon) = o i o+ i B

Por indugdo, temos a seguinte generalizacio: sejam (a}), ..., (a*,) sequéncias conver-
gentesecy, ..., cy constantes. Entio a sequéncia

(cra'y + ...+ cpdy)
converge e

lim (c1a'y + ...+ ced®,) = c1 lima'y + ... 4 ¢ lim a,.. (7.10)
n—oo n—oo n—oo

Exemplo 7.18.
3w +n*+1 3

li _ 2
ne2n® —100n —3 2

De fato, note que
33 —4n?+5 3—-F+3
0

2n3 —100m —3 o _ 100 _ 3~

n n2

para obter o lado esquerdo da igualdade acima, dividimos o numerador e o de-
nominador do lado esquero por 1. De (7.10), temos

n—soo n—soo 1 n—soo 12

= 3x1—-4x04+5x0=3.

lim (3— éwLi) = 3lim1—41lim 1—i—SIim l
De maneira andloga, temos
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lim
n—oo

<Z—HE—~%>:2x1—HMXO—3xO:2#0
n n

Portanto, da Propriedade da propriedade (iv) do limite, temos
33 +n? +1 . 3—%+%

53— 100n =3 E&z_mg_%

Exemplo 7.19.

mﬁﬁ+%+1:+m
n—005n2 +3n + 1
De fato, note que
4’ fom i1 445+ 5%
5n2 +3n+1 %4_%4_%'
Como
i

5, 3 1
n—oo 2 -~ —_

n + 1’12 + 1’13
por qué? Se na defini¢do de limite fizermos € = 3, concluiremos que existe n,, tal
que se n > n,, entao

n n3
g
+3+5

n n3

4+ 3+ %
- <3,
n

portanto

4+ 3 +%
”—”1>1_

5 3
n Tt s

Logo, paran > n,, temos
4’ +2n 41
52+ a1
isto implica que
. And +2n+1
lim =

n—eobn? +3n+1 oo
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De fato, dado M > 0, seja n,, = max{n,, [M] + 1}, onde [M] é a parte inteira de
M, portanto, [M] + 1 > M. Entédo, se n > n), teremos

4nd +2n+1
s M| +1> M.
52 £ 301 >n>[M]+1>
]
Exercicio 7.13. Seja r # 1 um niimero real.
(i) Mostre que
1— 7’”+1
1+r+r2+...+r”:ﬁ. (7.11)
(ii) Mostre que se |r| < 1, entdo
. X . 1
im (14+r+r-+...+7¢") = (7.12)

n—so0 1—7

Sugestao: Mostre por inducioemn que (1 —r)(1+r+7r>+...+1") =1 — "1,

Note que do item (i) do exercicio acima, se |r| < 1, entdo

1_rn+l 7,_rnJrl
2 n
=— 1= —— 7.1
S T T (7.13)
logo

. 2 n T

nlgl;lo(l’—l—i’ +...+r)_1_r. (7.14)

Exercicio 7.14. Mostre que

1\ 1- (ﬁ)n
3 (1_0k) T 10fF—1 el

j=1

em particular,

/ 1
,}Eﬂoz(mk) = 5= (7.16)
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Exemplo 7.20. A sequéncia (ay), cujo termo geral é

1 1 1

anzﬁ—l-%—i—ﬂ—i—...—l—m
converge para 1.
De fato, note que

L 1 /1 1 1

w- L5 m) e
portanto
fiman = Jim (1 ) =1

Exercicio 7.15. Mostre que se (a,) e (by) forem sequéncias convergentes e a, < by,

para todon > N, entdo lima, < lim b,.
n—oo n—oo

Sugestao: Mostre que se c, < Oparan > N e li_r)n ¢, = 1, entdol < 0. Fazendo
n o0
cn = ay — by, entdo ¢, < 0, portanto li_r>n cn < 0, mas da propriedades do limite,
n—oo
temos

n—o00 n—oo n—oo n—o00

Exercicio 7.16. Sejam (a,) e (by) sequéncias tais que a, < by, paran > N e

lima, = +o0.
n—oo

Mostre que

llm bn — +OO.
n—o00

Resoluc¢do. Dado L > 0, como lim a,, = +o0, entdo existe um inteiro positivo ny,
n—oo

tal que
a, > L,

para todo n > ny. Seja n, = max{nj, N}. Entdo se n > n,, temos
b, >a, > 1L,

portanto lim b, = +-oo. O
n—oo
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Exemplo 7.21. Vimos no Exemplo 7.19 que

43 +2n +1 .
5n2 +3n+1 !

paran > n,. Como lim n = 400, do Exercicio 7.16, concluimos que
n—oo

I a3 +2n+1
im———— =
n—cobn? +3n +1

Exercicio 7.17. Dada uma sequéncia (ay), seja (b,) a sequéncia cujo o termo geral
by é definido como b, = a,, 1,1, para algum inteiro positivo n,. Ou seja, by, é a
sequeéncia ay,, Ay, +1,an,+2, - - .- Entdo (a,) converge se, e somente se, (b,) convergir.
Além disso, caso estas sequéncias convirjam, seus limites sdo iguais. Ou seja, no que
diz respeito ao limite, o que importa é o comportamento da sequéncia para valores
grandes de n.

Exemplo 7.22. Seja x um niimero real positivo. Mostre que

lim ¥/x = 1.

n—oo

De fato, se x = 1, o resultado é 6bvio, pois V1=1, para todo n e o limite de uma
constante € a propria constante.

Suponha x > 1, entdo {/x > 1, portanto podemos escrever /x = 1+ h,, onde
h, > 0. Entdo, da desigualdade de Bernoulli, temos

X = (1+hn)n Z 1+nhn.
Isto implica que

0o<n, < 1
n

Portanto, pelo Teorema do Sanduiche, temos li_r>n h, =0, logo
n [ee]

lim {/x = lim (1+ k) = 1.
n—oo

n—o0
Se0 < x < 1,entdo 1/x > 1 e vimos que nlglc}o\”/m =1, como {/x = C/ll/_x' da
propriedade (iv) do limite, temos
lim /x = lim 1 _ "12&1 —1—1
n—oo n—oo /1 /x n]glgo{’/l/_x 1
[
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Lema 7.2. Seja r um niimero real ndo negativo. Entdo
(1+7)">1+nr+n(n—1)r*/2. (7.17)

Prova. Sen = 1, entdo (1+7r) = 1+re (7.17) é verdadeira. Suponha que (7.17)
seja verdadeira para n = k, onde k > 1, mostraremos que isto implicard que
(7.17) também valera para n = k + 1; portanto, por indugdo em 1, concluiremos
que (7.17) vale para todo n. De fato,

1+ = 1+ A +7r)

> (1+kr+k(k_2—1)r2> (1+7)

(k +1)kr? n k(k —1)r?

= 1+ (k+1)r+ > >
2
> 1+(k+1)r+w.

Na primeira desigualdade acima usamos a hipétese de indugéo, ou seja, a vali-

dade (7.17) para n = k. Na ultima desigualdade usamos que k > 1, portanto,

M > 0. Com isso concluimos que (7.17) vale paran = k + 1. O

Exemplo 7.23.
lim ¢/n = 1.

n—o00

De fato, note que {/n > 1, portanto podemos escrever

\H/E - 1 + hnl
onde h,; > 0 e do Lema 7.2, temos

n(n—1h% _ n(n—1)h2

12
Como n > M, entdo para n > 2, temos

V2
n—1

0< h, <

Das desigualdades acima e do Teorema do Sanduiche, concluimos que nh_r}n h, =
0, logo
lim {/n = lim (1+hy) = 1.
n—oo

n—r00
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Teorema 7.3. (Teste da Razdo) Suponha que

Ap+1

lim —— =1[.
n—oo [Zn
(i) Sel < 1, entdo lim a, = 0.
n—oo
(ii) Sel > 1, entdo lim a, = co.
n—oo
. a .
Prova. Sel < 1, como lim Intl _ I, existe n,, tal que se n > n,, temos
n—oo [y
1__
an 2

da desigualdade acima e da desigualdade triangular, temos

= (D ) 4
an

””—“—I‘H

Ap+1
an

IA

an

1-1

Fazendo L = HTl, entdo paran > n,, temos

|@np1| < Llan|.
Da desigualdade acima, segue por indugdo que
|ai’lo+p‘ S Lp’aﬂo‘ = Ln0+p‘an0’177’lo’
para todo p > 1. Logo, para todo n > n, + 1, temos

0 < Jag] < (lan,|'™) L"

como L <1, lgn L" = 0, portanto, das desigualdades acima e do Teorema do
n o0

Sanduiche, temos lim |a,| = 0; portanto lim a, = 0, o que mostra (i). Deixamos
n—oo n—oo

para o aluno o caso em que | > 1, ou seja, o item (ii). O
~ . An+1 A s ~
Note que se a, = n, entdo lim —— = 1, mas a sequéncia (a,) ndo converge. Por
n—co
. Apt1 . . ~
outro lado se a,, = %, lim 2 = 1e lima, = 0. Ou seja, se no Teste da Razdo
n—oo n—o00
tivermos I = 1, ndo podemos dizer nada sobre lim a,,.

n—o00
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Exemplo 7.24.

. (n)?
AN TR
. _ (n!)? ~
De fato, seja a, = @ entao
A1 n+2n+1 1

li = lim-————-—=-<1
o a, ng%o4n2+6n+2 4< ’

portanto, pelo Teste da Razao, lim a, = 0.
n—oo

7.8 Subsequéncias

Defini¢do 7.6. Dada uma sequéncia (ay), seja
M= {nl, np,ns,.. .},

comny < ny < nz < ..., um subconjunto qualquer de IN. Entdo a sequéncia (ay,) é
chamada de uma subsequéncia da sequéncia (ay).

Exemplo 7.25. Dada a sequéncia ((—1)"*1), as sequéncias
1,1,1,...e —1,-1,—-1,...,

sdo subsequéncias de ((—1)"1), sendo que a primeira é obtida considerando-se somente
0s termos de ((—1)"*1) com indices pares, e a sequnda é obtida considerando-se somente
0s termos de ((—1)"*1) com indices impares.

Definic¢do 7.7. Dizemos que o niimero real r é um ponto de acumulagdo da sequéncia
(an), se existir alguma subsequéncia de (a,) convergindo para r.

Exemplo 7.26. Dada a sequéncia ((—1)"*1), as suas subsequéncias 1,1,1,...e —1,—1,—1,...

convergem para 1 e —1, respectivamente. Ou seja, 1 e —1 sdo pontos de acumulagio
((=1)"*1). E posstvel que a sequéncia1,—1,1,—1,1,—1,... seja convergente?
Exercicio 7.18. Encontre os pontos de acumulagio das sequéncias abaixo:
(i) 2,2,...,
(ii)1,1/2,1,1/4,1,1/8,1,1/1s, ...,
(iii) 0,2,—-1,0,3,—1,0,4,—1,0,5, -1, ... .

(iv) Quais das sequéncias acima sdo convergentes? Por qué?
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Exercicio 7.19. Mostre que se (an) convergir, entio toda subsequéncia de (ay)
também é convergente e o seu limite é o mesmo que o limite de (a,). Em particular,
se uma sequéncia possuir duas subsequéncias convergindo para valores diferentes, ela
ndo pode convergir.

Exercicio 7.20. Se (a,) possuir apenas um ponto de acumulagdo ela converge?

Exercicio 7.21. Dé um exemplo de uma sequéncia que ndo possui subsequéncia con-
vergente.

. nr
Exercicio 7.22. A sequéncia a, = sen ( 7) + cos(n7t) converge?

Exercicio 7.23. Seja (ay,) definida por

P 1, sen for impar
" —4, sen for par

Explique por que a, ndo converge para 1.

Exercicio 7.24. Seja (ay,) definida por

%, caso contrdrio

o { 5, se n for divisivel por 5
y =

Explique por que a, ndo converge para 0.
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Exercicio 7.25. Dé um exemplo de uma sequéncia (a,) de niimeros irracionais con-
vergindo para um niimero racional.

Exercicio 7.26. Para cada sequéncia, determine se ela converge e, em caso afirmativo,
calcule o seu limite.

o
= B
Il
a1 N s
5 ‘:
S =

+(=1)

~— — — —
=
=
I

—
SN—
>
&
N
Jr
@

N N N N NS
” &,
w
T3
=

—~
~—
N
=
+
—
\
@

AULA 7 : SEQUENCIAS NUMERICAS E LIMITES DE SEQUENCIAS 117



O Teorema de
Bolzano-Weierstrass e
sequéncias de Cauchy




AULAS: O TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS
E SEQUENCIAS DE CAUCHY

OBJETIVOS

Ao final dessa aula, o aluno deverd ser capaz de:

1. Compreender porque toda uma sequéncia mondétona e limitada é convergente.
2. Compreender a demonstracdo do Teorema de Bolzano-Weierstrass e saber usa-
lo em aplicagdes.

3. Compreender o conceito de sequéncia de Cauchy e que uma sequéncia de
numeros reais é convergente se, e somente se, ela for de Cauchy.

8.1 Sequéncias monodtonas

Definigao 8.1. Dizemos que uma sequéncia (a,) é monétona nido-decrescente, se a, <
an+1 para todo n € N e que (a,) é monétona nio-crescente, se a,1 < an, para todo
n € N. Sea, < ayi1 para todo n € IN, dizemos que (a,) é crescente e se a,+1 < an
para todo n € IN, dizemos que (a,) é decrescente.

Exemplo 8.1. A sequéncia cujo o n-ésimo termo é a, = 1/n é decrescente, pois

1
n+1

1 1
— = <0,
n n(n+1)

ap4+1 —an =

para todo n.
Note que se a sequéncia (a,) for monétona ndo-decrescente, entdo
am<a<az...<a, < a4 <...

portanto a, > aj, para todo n, logo, (a,) é limitada inferiormente por a;. Da
mesma forma se (a,) é monétona nao-crescente, entdo (a,) é limitada superior-
mente por a;.

Exemplo 8.2. Mostre que se uma sequéncia for monétona nio-decrescente e possuir uma
subsequéncia limitada, entdo ela é limitada.

De fato, suponha que (a,,) seja monétona nao-decrescente e que seja (a,,) uma
subsequéncia limitada de (a,). Entdo existe um K, tal que a,, < K, para todo i.
Dado n € N, tome n; tal que n < n;, como (a,) é ndo-decrescente, segue-se que
ap < ap, como a,, < K, segue-se que a, < K. Portanto a; < a, < K, para todo
n. ]
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Exercicio 8.1. Mostre que se uma sequéncia for mondtona nio-crescente e possuir
uma subsequéncia limitada, entdo ela é limitada.

Teorema 8.1. Toda sequéncia monétona limitada é convergente.

Prova. Vamos supor que (4,) seja mondtona ndo-crescente, ou seja, a,11 <
ay, e limitada. Deixaremos para o aluno o caso em que (a,) é monétona nédo-
decrescente (veja Exercicio 8.2). Seja

A={ay,a,...,a4n,...},

como (a,) é limitada, entdo A é limitado, portanto, limitado inferiormente e,
entdo existe um ntimero real [, tal que I = inf A. Mostraremos que

I = lima,.
n—oo
Dado € > 0, pela defini¢do de infimo, / 4+ € ndo é uma cota inferior para A, logo
existe 1, € IN, tal que
I <a, <l+e.

Como (a,) é ndo-crescente, para n > n, devemos ter a, < a,,. Da defini¢do de
infimo de um conjunto, temos | < a,, para todo n. Portanto I < a, <a,, <[+,
logo

l—e<l<a, <ay <l+e.
Mostramos que para todo € > 0, existe n,, tal que se n > n,, implica |a, — 1| < €,
ouseja, | = lim ay,.

n—o00

De modo analogo, se (a,) for monétona ndo-decrescente, mostra-se que

lim a, = sup A.
n—oo

Exercicio 8.2. Termine a demonstragio do Teorema 8.1, assumindo que (a,) seja
mondtona nio-decrescente.

Observacio 8.1. O Teorema 8.1 continua valendo se a sequéncia (ay) for monétona a
partir de um certo n,, ou seja, se tivermos a1 < 4y OU Ay41 > Ay, PATa n > Ny, por
qué?
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Exemplo 8.3. Sejaa; =1e

a, +1
an—i—l - 3 ’

paran > 1. Entdo a, > %, para todo n, a sequéncia (a,) é decrescente e o seu limite é %

De fato, mostraremos por indugéo que a, > 5. Esta desigualdade vale paran = 1,
pois

1
5

Assuma que a, > %, mostraremos que 4,1 > % De fato, se a, > %, temos

ag=1>

. _an—|—1>%+1_1
n+1 — 3 3 — A7
logo a1 > %
Mostraremos que (an) ¢é decrescente. Como a,, > %, entao
a, +1 2 1

2
An+1 — n = 3 _an:_gan+§<—§

=0,

1
3

1
2
0 que mostra que a,41 < a,, portanto (a,) é decrescente. Como (a,) é limitada
inferiormente e decrescente, entdo pelo Teorema 8.1 ela é convergente. Seja | =

lim a,,, entdo lima, 1 = [. Portanto
n—oo n—oo

lima, +1
lim iy = lim (an + 1> _ h—oo

n—o0 n—rco 3
- _ 141 ol _1
e concluimos que I = 5=, o que implica que [ = 3. O

Exemplo 8.4. Sejaa; = /2 e a1 = \/2+ \/an, paran > 1. Entdo (a,) converge.

De fato, mostraremos por indugdo que a, < 2, para todo n. Esta desigualdade
vale paran = 1, pois a1 = V2 < 2. Suponha que a, < 2, mostraremos que
a,+1 < 2. De fato, se a,, < 2, entdo /a, < \/E, portanto, 2 + \/a, < 2+ V2 < 4,

e portanto
A1 = \/2 4 Van < V4 =2

A seguir mostraremos que (a,) é crescente. De fato, como 0 < a,,1 < 2, entdo

ay4+1 < \/2+ a,y1, por qué? Portanto a, 11 < /2 + a,41 = a,4+2, 0 que prova que
(a,) é crescente. Como (a,) é limitada superiormente e crescente, pelo Teorema

8.1, ela converge. O
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Exemplo 8.5. Sejam 0 < a; < by e defina

Api1 = \Vanby, by = o —; bn-
Entdo as sequéncias (an) e (by) convergem.
De fato, mostraremos por inducdo que
ap < ay < apy1 < by < by < by, (8.1)

o que implica que as sequéncias (a,) e (b,) sdo limitadas e monétonas, (a,) é
crescente e (by,) é decrescente, portanto pelo Teorema 8.1, elas convergem. Note
que se 0 < a < b, multiplicando esta desigualdade por a e extraindo a raiz qua-
drada da desigualdade obtida, concluimos a < +v/ab. Além disso, como a < b,

entdo “4% < b. Por outro lado, vimos na Aula 4 que vab < “J, logo
a<\/a_b<aJ2rb<b. (8.2)
Como 0 < a3 < by, de (8.2) concluimos que
a4 < v/ abp < Mt < by,

ou seja,
a < ap < by < b,

portanto (8.1) vale para n = 1. Suponha que (8.1) valha para 1, ou seja, a; < a4, <
by, < by, entdo de (8.2), concluimos que

a, + by,
2

a < ap < \apb, < < b, <b,

portanto
ap < ay < g1 < by < by,

o que mostra que (8.1) vale para n + 1, com isso concluimos a nossa demonstragao.
O

Exercicio 8.3. Sejaay = —2ea, 1 = 5 ay, para n > 1. Calcule lim a,,.
n—oo

Exemplo 8.6. ( O niimero e) A sequéncia

1+1+1+ +1
TIT

é convergente e o seu limite estd entre 2 e 3.
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De fato, note que (a,) é crescente, por qué? Mostraremos que (a,) é limitada
superiormente e sendo ela limitada superiormente e crescente, pelo Teorema 8.1,
concluiremos que ela converge. Claramente a, > 2, para todo n, por qué? Resta-
nos encontrar uma cota superior para a,. Deixaremos a cargo do aluno mostrar

por indugdo que

para todo n > 1. Logo

(n4+1)! > 2",

1
(k+1)!

<1
_?/

para todo k > 1, portanto

2 <

<

1 1 1
a, <1+ 1#—§'+‘§§'+...+‘§E:T)

()
1+ -1 (usamos (7.11))
2

21 (i))
()

Portanto, a sequéncia (a,) é limitada superiormente por 3. Como 2 < a, < 3,
concluimos que o seu limite, o qual denotaremos por ¢, esta entre 2 e 3. No Exem-
plo 8.7, mostraremos que e é irracional.

Exercicio 8.4. Seja q um niimero natural, mostre que

n—q—1

X

j=0

Sugestdo: Veja (7.11).

1 q+2 1_( 1 )”—‘7
(g+2) g+1 q+2 '

Exemplo 8.7. O niimero e é irracional.

De fato, suponha que e fosse um ntmero racional, ou seja,

e=p/q,

]

onde p,q € IN, sdo primos entre si. Mostraremos que isto nos levard a uma
contradi¢do, ou seja, mostraremos que

1 q+2
(9+1)

<qi(p/q—aq) < CESIE

(8.3)
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2

_|_ . . ~ .
como (qq+—1)2 < 1, para todo g natural, as desigualdades acima estdo dizendo que

0<qgl(p/q—ay) <1

Mas é facil vermos que q!(p/q — a;) é um inteiro, por qué? Mas nao existe inteiro
entre 0 e 1. Este absurdo veio da nossa hip6tese de e ser um ntiimero racional,
logo e ndo pode ser um nimero racional, portanto e é um ntmero irracional.

A seguir mostraremos (8.3). Tome n > ¢, entdo

ay, — a ii '1 > 1
n q j:q+1j' (q+1)l
Por outro lado,
n
1
an —ag = Z o
j=q+17°
_ 1 1 1o
@+ (@+2) (g+3) T al
- 1 <1+ L ! +
(g +1)! (g+2) (g+2)(9+3)
1
.+
(9+2)(g+3) n>
ﬂq—

IN

_ q+2 (LA
- <q+1><q+1>!<1 (i2) )
q+2 . q+2

(g+D(@+1)! (g+1)%q"

Na quarta igualdade acima usamos o Exercicio 8.4. Portanto

(qurl) <t = aq) < (q+2

q+1)*
para todo n > q. Como a sequéncia (q!(a, — a,)) satisfaz as desigualdades acima
e converge para q!(p/q — a;) entdo, pelo Exercicio 7.8, temos

1 qg+2
(q+1) Sq!(p/q_QQ) < (q+1)2/

com isso concluimos a demonstragado. O
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Exemplo 8.8. A sequéncia cujo termo geral é

1 1 1

an:n+1+n+2+”' 2n

converge e o seu limite estd entre % el

De fato, note que na soma

S R S
S n+1 n+2 7 n+4n

an
Lo 1
temos n parcelas e cada uma delas menores ou iguais a T portanto
n

a, <n < 1.

- n+1

Logo (an) é limitada superiormente por 1. Para n > 4, temos

1 1 1 1
Il = = i 2 nkl (it Dntl)

0,

Sendo (a,) limitada superiormente e a, +1 > a,, para n > 4, entdo pelo Teorema
8.1 ela converge, seja | o seu limite. Mostraremos que % <I<L

Como a,+1 > ay, paran > 4, entdo a, > a4, para n > 4. Portanto

ap > min{ay, ap,a3,a4} = >

para todo n. Portanto % < a, <1, com isso concluimos que % <I<1. O

8.2 O Teorema de Bolzano-Weierstrass

Teorema 8.2. ( Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada (a,) tem uma
subsequéncia convergente.

Prova. Seja B o subconjunto de IR, formado por todos aqueles niimeros x para os
quais existem no méximo um ndamero finito de indices , tais que a, > x. Como
an é limitada, existe K > 0, tal que |a,| < K, para todo n, ou seja, —K < a, <K,
para todo n. Como a, < K, para todo n, segue-se que (K,o0) C B, portanto
B # @. Por outro lado, se x < —K, entdo a, > x, para todo n, portanto x ¢ B.
Disso concluimos que x > —K, para todo x € B, ou seja, —K é uma cota inferior
para B. Sendo B um subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente de IR, ele
tem infimo, seja
m = inf B.
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Para todo inteiro positivo j, existe um ntmero infinito de indices 7, tais que

(=5 m+5)
apeE\m——-,m+-|,
) ]

1

%, m + %) C B, em particular, m — 2 estaria em B, isto
implicaria que inf B < m — zl]., 0 que seria uma contradi¢do. Tome n7, tal que
ap, € (m—1,m+ 1), depois tome ny > ny, tal que a,, € (m —1/2,m+1/2). Pro-
cedendo desta forma, encontraremos uma sequéncia de indices 1y < 1y < ... <

nj <... tais que
1 1
Elnje m——-,m+ - |,
J J

caso contrario, (m —

ou seja,
1
|an; —m| < -,
J
0 que implica que a subsequéncia 4, tende 1, quando j tende a infinito. [

8.3 Sequéncia de Cauchy

Definigdo 8.2. Dizemos que uma sequéncia de niimeros reais (a,) é de Cauchy, se para
todo € > 0, existir n, € IN, tal que

lay — am| <€,
para todos m,n > n,.
Teorema 8.3. Uma sequéncia (a,) é convergente se, e somente se, ela for de Cauchy.

Prova. Suponha que 1i£n a, = r, entdo, dado € > 0, exite n, € IN, tal que
n o)

la, — 1| < €/2,

para todo n > n,. Sejam m, n naturais, tais que m,n > n,, entdo pela desigual-
dade triangular, temos

ay —am| = |[(an—1)+ 1 —am)| < |ap— 1|+ |am —7|
< €/24¢€/2=¢,

portanto (a,) é de Cauchy.

Reciprocamente, suponha que (a,,) seja de Cauchy. Mostraremos que (a,,) é limi-
tada e, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ela possui uma subsequéncia (an].)

convergente; finalmente, mostraremos que (a,) converge para o mesmo limite
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que ().

Na defini¢do de sequéncia de Cauchy, tome € = 1, entdo existe n,, tal que para
todo m,n > n,, temos
lan —am| < 1.

Logo, fazendo m = n,, concluimos que
|an - ano| < 1,
para todo n > n,, portanto, desta desigualdade e da desigualdade triangular,

temos

|an| = |(an — an,) + an,| < lan — an,| + |an,| <1+ |ay,|,
para todos n > n,. Seja
K =max{|m|,...,|an,—1], 1+ |an,|},

entao
|a7’l| S K/

para todo 1, o que mostra que (4,) € limitada. Seja (a,;) uma subsequéncia con-
vergente de (a,) el o0 seu limite. Dado € > 0, existe n), tal que

€
’Eln], - l| < E/ (84)
para todo n; > n;. Como (a,) é de Cauchy, para e dado existe 1/, tal que
€
2y — an| < > (8.5)

para todo m,n > nj). Seja

mo_ roon
n, = max{n,,n,

e tome nj, > n,’. Da desigualdade triangular, de (8.4) e de (8.5) (na qual fizemos
m = n; ), segue que

an —1| = |(an an]0)+(an]0_l)|
< |(an_an]0)|+|(an]0_l)|
< ¢ + € _ €
2 2 7
para todo n > 1), o que mostra que (a,) converge para I. O

Exemplo 8.9. Seja (ay,) uma sequéncia tal que
|an11 —an| <277,

para todo n. Entdo (ay,) é de Cauchy.
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De fato, note que da desigualdade triangular, temos

n+k—1

2 (aj+1 - aj)

j=n

@y —an| =

n+k—1

Y. (@i —aj)|

j=n
n+k—1 ]
>, 27
j=n
k-1

=Y p—(n+l)

I=0

-5 )

1=0

IA

IN

Portanto, se m > n, temos

Logo, dado € > 0, se tomarmos 1, tal que 2-mtl <« ¢ entdo se n, m > n,, teremos
|y — a,| <27 min{nmi+l < om0t < ¢ 10go0, (a,) é de Cauchy. O
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8.4 Exercicios

Exercicio 8.5. Mostre por indugio que para n > 1, temos a seguinte desigualdade

n! 1
=< o
—n

S

Usando o Teorema do Sanduiche, mostre que

. n!
lim — = 0.
n—ooph

Exercicio 8.6. Verifique cada um dos seguintes limites.

(1) im Vn2+n=1.

n—o00
(2) lim Va4 b" = max(a,b), onde a,b > 0.

Exercicio 8.7. Encontre os sequintes limites.

(1) hm( n n+1)'

nseo \n+1  n
(2) nlgrolo (n—\/n—l—a \/n—i—b).
(3) lim —2 (=1

n—oo2ntl 4 (—1)n+l’

(4) lim (—1)"/n cos(n”)_

n—o0 n+1

Exercicio 8.8. O que é que podemos dizer sobre a sequéncia (ay), se ela converge e cada
a, é um inteiro?

Exercicio 8.9. Seja (a,,) uma sequéncia de termos positivos convergindo para I. Mostre

que a sequéncia ({/p1pz, - - Pn) também converge para .

oG ] A8 23 g . App
Exercicio 8.10. Seja (a,) uma sequéncia de termos positivos, tais que lim —1% = |,
n—o00 ai’l

Mostre ({/a,) também converge para l.
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Sugestdo. Mostre que por indugio que 1+2+3+ ... +n = 2L,

1 2
Exercicio 8.11. Mostre que lim (—2 o « ) =
n n n

Exercicio 8.12. (Aproximagdes sucessivas da raiz quadrada de c) Seja ¢ um niimero real

positivo. Mostre que
ay + <

_ an
Ap+1 = >

converge para /c.

Exercicio 8.13. Defina a sequéncia (a,) indutivamente, pondo
mm=ay=1eay2=ay,.1+ay,

para todo n. Escreva

an
Xn =
An+1
e supondo que
limx, =¢,
n—00

encontre c.
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8.5 Representacdo decimal de ntimeros reais

Na Aula 3, falamos sobre a representacdo decimal de um namero racional; nesta
secdo falaremos sobre a representagdo decimal de um ntimero real qualquer.

Dado um ntimero real x, digamos x > 0, existe um niimero inteiro ndo negativo
n,, tal que n, < x < n, + 1, ou seja, podemos escrever x = n, + x,, onde x, =
x — n,, portanto x, € [0,1). Logo

X =My + Xo,

onde x, € [0,1).

Como x, € [0,1), se dividirmos os intervalo [0,1] em 10 em subintervalos de
comprimentos iguais a %, entdo x, tem que estar num destes subintervalos; ou

seja,
ki (ki+1)
Yo € [E’ 0 )
para algum k; = 0,1,...,9. Logo x; = x — % estd no intervalo [0, 11—0), ou seja,
podemos escrever x, = ’1(—(1) + x1 e portanto

X =n —|—ﬁ—|—x
— Fbo 10 1,

onde x1 € [0, %)

Como x; € [0, %), se dividirmos este intervalo em 10 subintervalos de com-

primentos iguais a 1(1)—0, entdo x; estard num destes subintervalos, ou seja, x; €
ky  (ko+1 k 1.

(165 %), para algum k; = 0,1,...,9, portanto, xo = x1 — g5 € [0, 15p); logo

podemos escrever x; = 1% + x, onde x; € [0, 16—0). Portanto, temos

xX=n +ﬁ+k—2+x
o0 T102 T

onde x; € [0, 155)-

Em geral, dado x,, € [0, ﬁ), podemos escrever

k
Xn = 1(;171——:_11 + Xp41, (8.6)
ondek,;1=0,1,...,9ex,.1 € [0, 10”%) Portanto, podemos escrever
X=n —|—ﬁ—|—k—2+ —|-k—n—|—x
%10 102 T T 10m T
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onde x,, € [O,%) ek;=0,1,...,9,parai = 1,2,...,n. Como x,, € [0,%), entdo
0 <x, < ﬁ, portanto, pelo Teorema do Sanduiche, lgn x, = 0. Portanto a
n o

sequéncia
Sp =N +k1+k2+ +k"
0100 102 0 T 10
converge para x. Por causa disso dizemos que
X ="M, + Z 1—01

Uma expressdo da forma Zfil a;, onde a; sdo numeros reais, ¢ chamada de uma
série numérica.

Note que
k1 ko kn
n0+ﬁ+ﬁ++ﬁ :Tlo,klkz......kn,
entdo a sequéncia n,, k1ks... ...k, converge para x e escrevemos
X = no,klkz... . .kn ceey

que é chamada de representacdo decimal de x.

Se x e y forem dois nliimeros reais tais que as suas representa¢des decimais sdo
infinitas e distintas, entdo x # y. Para mostrar isso, consideraremos x e y par-
ticulares, mas os argumentos que usaremos se generalizardo para qualquer par
de nimeros que tenham representa¢des decimais infinitas e distintas. Sejam x =
3,81476... ey = 3,81475... Como as duas representagdes sdo distintas tem pelo
menos um algarismo onde elas diferem, no presente caso x e y diferem no quinto
algarimo, o que vem depois deste algaritmo pode ser qualquer coisa (estamos
excluindo a possibilidade de uma sequéncia infinita de zeros apés o quinto alga-
rismo em qualquer uma das representacdes). Note que x > 3,81476, por outro
lado,
y < 3,814759 = 3,81476.

Logo
x > 3,81476 > y.

Portanto x > y. ]
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