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Os Cursos de Graduac¢ido da UFMG, modalidade a distincia, foram
concebidos tendo em vista dois principios fundamentais. O primeiro
se refere a democratizagdo do acesso a educagio superior; o segundo
consiste na formacio de profissionais de alto nivel, comprometidos
com o desenvolvimento do pais.

A coletinea da qual este volume faz parte visa dar suporte aos estu-
dantes desses cursos. Cada volume esti relacionado a um tema,
eleito como estruturante na matriz curricular. Ele apresenta os
conhecimentos minimos que sdo considerados essenciais no estudo
do tema. Isto nio significa que o estudante deva se limitar somente
ao estudo do volume. Ao contrério, ele é o ponto de partida na busca
de um conhecimento mais amplo e aprofundado sobre o assunto.
Nessa dire¢do, cada volume apresenta uma bibliografia, com indi-
cacdo de obras impressas e virtuais que deverdo ser consultadas a
medida que se fizer necessario.

Cada volume da coletinea estd dividido em aulas, que consistem
em unidades de estudo do tema tratado. Os objetivos, apresentados
em cada inicio de aula, indicam as competéncias e habilidades que o
estudante deve adquirir ao término de seu estudo. As aulas podem
se constituir em apresentac¢io, reflexdes e indagacées tedricas, em
experimentos ou em orienta¢des para atividades a serem realizadas
pelos estudantes.

Para cada aula ou conjunto de aulas, foi elaborada uma autoavaliacio
com o objetivo de levar o estudante a avaliar o seu progresso e a
desenvolver estratégias de metacognicdo ao se conscientizar dos
diversos aspectos envolvidos em seus processos cognitivos. Essa
autoavaliacdo auxiliard o estudante a tornar-se mais auténomo,
responsavel, critico, capaz de desenvolver sua independéncia inte-
lectual. Caso ela mostre que as competéncias e habilidades indicadas
nos objetivos ndo foram alcancadas, o aluno deverad estudar com
mais afinco e aten¢do o tema proposto, reorientar seus estudos ou
buscar ajuda dos tutores, professores especialistas e colegas.

Agradecemos a todas as institui¢ées que colaboraram na produgio
desta coletanea. Em particular, agradecemos as pessoas (autores,
coordenador da producio gréfica, coordenadores de redagio, dese-
nhistas, diagramadores, revisores) que dedicaram seu tempo, e
esforco na preparacido desta obra que, temos certeza, em muito
contribuird para a educag¢io brasileira.

Maria do Carmo Vila
Coordenadora do Centro de Apoio a Educagdo a Distdncia
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Apresentacao

Este livro foi escrito para ser utilizado nos cursos de Educacio a
Disténcia oferecidos pela UFMG para a licenciatura Matematica.

Tendo em vista que ele é destinado a cursos a distancia, o texto possui
caracteristicas especificas para assim ser utilizado.

Esta obra trata de fun¢des de vérias varidveis, portanto, nele, gene-
ralizaremos varios conceitos ja estudados para fun¢des de uma vari-
avel (tais como limite, continuidade, diferenciabilidade, entre outros),
introduzimos os conceitos de curvas de nivel, de derivadas parciais, de
plano tangente a uma superficie e de derivadas direcionais. Veremos
como usar as derivadas parciais nos problemas de maximo e minimo.
Na Aula 1 estudamos retas, planos, cilindros e superficies quadricas.
Na Aula 2 introduzimos o conceito de fun¢des de varias variaveis
(dominio, imagem e gréfico), bem como o conceito de curvas de nivel
para func¢des de duas variaveis.

Na Aula 3 introduzimos os conceitos de limite e de continuidade para
funcbes varias varidveis e vemos algumas consequéncias da continui-
dade de uma fungdo. Na Aula 4 introduzimos o conceito de derivadas
parciais e falamos sobre as suas propriedades.

Na Aula 5 abordamos os conceitos de diferenciabilidade e de diferen-
cial de uma funcio e de plano tangente a uma superficie. Enfatizamos
o fato, que o plano tangente nos permite aproximar localmente o valor
da funcao diferenciavel por algo que é linear.

Na Aula 6 introduzimos a Regra da Cadeia e o conceito de derivada
direcional. Damos o significado geométrico do gradiente de uma
funcdo de duas variaveis e vemos a sua relacio com as curvas de nivel
da funcio.

Na Aula 7 analisamos os conceitos de maximos e minimoslocais e globais
de uma funcido, bem como o conceito de pontos criticos. Usamos as deri-
vadas parciais para encontrar os pontos criticos de uma funcio diferen-
cidvel de duas variaveis, bem como a caracteriza¢io dos mesmos, por
meio do Teste da Derivada Segunda. Descrevemos o procedimento para
encontrarmos os valores maximos e minimos globais de uma fungéo
continua definida num conjunto fechado e limitado.

Na Aula 8 apresentamos o Método dos Multiplicadores de Lagrange.

Finalmente, agradeco a minha mestra, colega e amiga, Maria Cristina
Costa Ferreira, que fez a revisdo final do texto, ainda contribuindo
com sugestdes e corregdes.






AULA N

Retas, planos, cilindros
e superficies quadricas

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de retas, planos, cilindros e superficies quadricas.

2. Ser capaz de encontrar as equagdes paramétricas de uma reta ou de um
segmento de reta.

3. Encontrar a equagao de um plano.

4. ldentificar e eshogar cilindros e superficies quadricas.

1.1 EQUACOES DA RETA

Dado um ponto Py (%o, Yo, Zo) € um vetor ndo nulo V= (a,b,c), a reta que
passa pelo ponto P, e é paralela a V é o conjunto de pontos P(x,y,z), tais

que OP = OPF, + ﬂ?, onde t é um parametro real. Isto nos leva as seguintes
equagdes paramétricas da reta:

xX=xo+at, y=y,+bt e z=z,+ct (1.1)

Se quisermos as equagdes paramétricas da reta que passa por dois pontos
distintos P, (Xo, Yo, 20) € P1(x1,y1,21), basta tomarmos

—
V= PoPy = (X1 — X0, Y1 — Yo, 21 — Zo)

na equacéo (1.1).
Exercicio 1.1 Encontre as equagdes paramétricas da reta que passa pelos pontos (0,0,1) e (1, —1,2).
Exercicio 1.2 Dados dois pontos distintos P, (x,, Yo, 20) € P1(x1,Y1,21), verifique que as equagdes

x=%1—-t)+x1t, y=y(1—t)y+yit e z=2,(1—1t)+2z1t, (1.2)

onde 0 <t <1, descrevem os pontos do segmento de reta ligando P, a P;.
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1.2 EQUACOES DO PLANO

A seguir obteremos a equacdo do plano que passa pelo ponto P, (%o, Yo, Zo)
etem N = (a,b,c) # 0 como vetor normal.

=4

Figura 1.1: O plano que passa por P (xo, v, zo) e tem N como vetor normal.

Se P(x,y, z) for um ponto qualquer do plano, entdo os vetores Iﬁ e N sio
ortogonais, portanto, o produto escalar deles deve ser zero, ou seja,

Pb-N = (x—%0,y—Yoz—2) (a,b0)
= ax+by+cz— (ax, + by, +cz,) =0,
o que nos leva a seguinte equagédo para o plano

ax+by+cz=d, onde d=ax,+by,+ cz,. (1.3)

Também podemos determinar a equagdo do plano que passa por trés pon-
tos ndo alinhados P,(X,,Yo,20), P1(x1,Y1,21) € P2(x2,Y2,22). Basta obser-
varmos que o vetor

_ —_—
N = Popl X PDPZ

é perpendicular ao plano, entdo, a partir dele e de um dos pontos dados,
digamos P,, usamos (1.3) e obtemos a equagédo do plano. Ou seja, a equagao
do plano é dada pelo produto misto

X—X Y—Yo Z—2o
— -
Iﬁ’- (PP} x PoPy) =det [ x1—xo y1—Yo 2z1—20 | =0.
X2 —Xo Y2—Yo 22— 2

Exercicio 1.3 Encontre a equagdo do plano que passa por (1,1,1) e tem como vetor normal o vetor
N =(1,2,3).

Exercicio 1.4 Encontre a equagdo do plano que passa pelos pontos (0,0,0), (1,1,0) e (1,1,1).
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AULA1

1.3 CILINDROS

Defini¢do 1.1 Um cilindro é uma superficie constituida de todas as retas
(chamadas de geratrizes) que sdo paralelas a uma reta dada e que passam
por uma curva plana C.

Se uma das variaveis x, y ou z estiver faltando na equagdo da superficie,
ela serd um cilindro. Neste caso, as geratrizes serdo retas paralelas ao eixo
correspondente a varidvel que esta faltando, como veremos no exemplo
abaixo.

Exemplo 1.1 Esboce a superficie z = x2.

Solucdo Note que para um valor de x fixo, para qualquer valor de y, o
ponto (x,y, x?) pertence a superficie. Portanto, ela é um cilindro e as gera-
trizes sdo retas paralelas ao eixo dos y. Como a coordenada z dos pontos
acima satisfazem z = x2, a curva C é a curva z = x2, no plano xz. Com isso
temos o cilindro mostrado na Figura 1.2. Como a curva que da origem a
ele é uma pardbola, ele é chamado de cilindro parabélico.

O

Figura 1.2: O grafico de z = x*.

1.4 SUPERFICIES QUADRICAS

A seguir introduziremos as superticies quadricas, veja também |1], nas Re-
feréncias.

Definicdao 1.2 Uma superficie quddrica é dada por uma equagdo de
segundo grau nas trés variaveis x, y e z. A sua forma mais geral é

Ax* 4+ By* + Cz* + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Iz + ] =0,

onde A, B, ..., | sdo constantes. Por meio de rotagao e translacdo de eixos,
essa equagdo pode ser colocada nas formas

AX* +By* +Cz>+] =0 ou Ax*+By*+1z=0.

15
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Exemplo 1.2 A seguir falaremos um pouco sobre simetria por reflexdo nas
superficies quadricas, para isso consideraremos a superficie esférica

Py =1

Note que se um ponto (x,, Yo, zo) satisfizer a equagdo acima, entdo o ponto
(X0, Yo, —2o) também a satisfard, pois na equacdo a varidvel z aparece ao
quadrado e (—z)? = z2. Neste caso, dizemos que a equagao é invariante a
troca de z por —z. Por outro lado, os pontos (xo, Yo, Zo) € (X0, Yo, —20) €S-
tao relacionados por reflexdo através do plano z = 0. Isto significa que,
uma vez tendo esbogado a superficie para z > 0 (hemisfério superior), o
esbogo correspondente a parte z < 0 (hemisfério inferior) pode ser obtido
refletindo através do plano z = 0, a por¢do da superficie acima do plano
z > 0. No exemplo acima, como as varidveis x e y também aparecem ao
quadrado, valem as mesmas observagdes que foram feitas para a variavel
z. Isto significa que, uma vez esbocado a superficie para x, y e z ndo negati-
vos, toda a superficie pode ser obtida por reflexdes sucessivas através dos
planos coordenados x = 0, y = 0 e z = 0, respectivamente.

Exercicio 1.5 Baseado na discussdo do exemplo 1.2, discuta as simetrias por reflexdo da superficie

quédrica z = x? — 2.

16

No esbogo de superficies em geral, é 1til considerarmos a interse¢do das
mesmas com os planos paralelos aos planos coordenados. Tais curvas sdo
chamadas de tragos (ou sec¢des transversais) da superficie.

A seguir veremos como usar as secgdes transversais nos esbogos das super-
ficies quadricas. Sem perda de generalidade, assumiremos valores parti-
culares para os coeficientes que aparecem nas equagdes das mesmas. Como
as seccOes transversais das superficies quadricas serdo elipses, pardbolas
ou hiperbéles, a seguir faremos uma rapida revisdo destas curvas.

1.4.1 Conicas

As conicas sdo curvas planas obtidas através das intersecdes de planos com
um cone. Elas sdo dadas por equacdes da seguinte forma:

Ax* + Bxy+ Cy?> + Dx +Ey + F =0,

onde A, B, ..., F sdo constantes.

Temos as seguintes possibilidades: (i) se B2 > AC a conica é uma hipérbole;
(ii) se B> < AC a conica é uma elipse; e (iii) se B2 = AC a cdnica é uma
parabola.

Por meio de transla¢des e de rotagdes de eixos, podemos colocar equagao
da conica numa das seguinte formas canonicas:

(Parébola)
x> =4py ou y* = 4dpx,
cujas diretrizes sdo as retas y = —p e x = —p, respectivamente.
(Elipse)
2 2
el
a? = b?
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as constantes a e b sdo os semieixos da elipse. Se 2 = b, a elipse degenera-se

na circunferéncia x> + y? = a2.

(Hipérbole)
22 . T
- — < _ = ou < _
a2 b? a?  b?

2
:1/

no primeiro caso o eixo de simetria é o eixo dos x e no segundo caso o
eixo de simetria é o eixo dos y. As assintotas das hipérboles sdo as retas
y = £j xex = £}y, respectivamente.

Exercicio 1.6 Esboce as curvas cujas equagdes sdo dadas abaixo:

a)y = —4x?

b) x = —y?
Qy=x>—5x+6
d)yx=—4y*—y
e)x2+y>=9

f) 4x? +9y? = 36
g) 4x? —9y? =36
hyy> — 22 =1.

- el 2 . e
Exercicio 1.7 Dada a superficie % + % -+ z> = 1, identifique e esboce as curvas correspondentes
as secgdes transversais com os planosz =0,z =1/2,z=1,x=0,x=1,y=0ey = 2.

Exercicio 1.8 Dada a superficie z = 2x? + y?, identifique e esboce as curvas correspondentes as
secgdes transversais com os planosz =0,z =1, x=0,x =1,y =0ey = 2.

Exercicio 1.9 Dada a superficie z = x?> — y?, identifique e esboce as curvas correspondentes as
seccdes transversais com os planosz =0,z =1,z=-1,z2=2,z= -2, x=0,x= -1,y =0e
y=—2.

6.5 ot T 2 . .
Exercicio 1.10 Dada a superficie 3 + y?> — & = 1, identifique e esboce as curvas correspondentes

as secgdes transversais com os planosz =0,z =1,z= -1, x=0,x=1,y=0ey = 1.

2
Exercicio 1.11 Dada a superficie —x? — % + z? = 1, identifique e esboce as curvas corresponden-
tes as secgdes transversais com os planosz = 0,z =1,z =2,z = 2, x =0,x =1,y =0e
y=—1.

2
Exercicio 1.12 Dada a superficie x? + % = z2, identifique e esboce as curvas correspondentes as
secgdes transversais com os planosz =0,z =1,z= -1, x=0,x=1,y=0ey = —1.

17
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1.4.2 Exemplos de superficies quadricas

Exemplo 1.3 (Elipsoide) Esboce a superficie dada pela equagao

2 2

.Y 2
4L 42
+ _|,_ ,

a partir das suas secgdes transversais.

Solucdo Como na equagdo acima as varidveis x, y e z aparecem ao qua-
drado, a equacdo ¢é invariante as trocas de x por —x, y por —y e de z por
—z. Logo, a superficie é simétrica em relacdo aos planos x = 0,y = O e
z = 0, respectivamente.

Se fizermos z = z,, teremos
2 2
Y 2
Tyl =122
4 9 ¢
Como o lado esquerdo da equagdo acima é ndo negativo, devemos ter
|zo| < 1.Paraz, = £1, a equacdo acima reduz-se ao ponto (0,0), portanto,
as secgdes correspondentes a z, = 1 e z, = —1 degeneram-se nos pontos
(0,0,1) e (0,0, —1), respectivamente. Para |z,| < 1, a secgdo transversal é a

elipse
2 2

x ¥ —
eVi-Zr Gar

cujos semieixos sdo 24/1 — z2 e 3,/1 — z2, portanto, seus valores maximos
sdo 2 e 3, correspondendo a z, = 0.

De maneira andloga, se fizermos x = x, e y = y, deveremos ter |x,| < 2
e |yo| < 3, respectivamente. Teremos elipses se [x,| < 2 e |y,| < 3. Se
Xo =20ux, = —2,as secgdes degeneram-se aos pontos (2,0,0) e (—2,0,0),
respectivamente. Se i, = 3 ou y, = —3, as sec¢des degeneram-se nos pon-
tos (0,3,0) e (0, —3,0), respectivamente.

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mos-

trada na Figura 1.3.
10-2
.5

d

2 2
Figura 1.3: A superficie dada por XT + % +z7 =1
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A equagdo mais geral de um elipsoide ¢ dada por %; + Z—z +%5 =1 As
constantes 4, b e ¢ sdo chamadas de semieixos do elipsoide. Sea = b = co
elipsoide degenera-se numa superficie esférica.

Exemplo 1.4 (Paraboloide eliptico) Esboce a superficie dada pela equagao
z=2x2 47,
a partir das suas secgdes transversais.

Solucdo Note que a equacdo acima fica invariante ao trocarmos x por —x
ou y por —Y, logo, o seu grafico serd simétrico em relagdo aos planos x = 0
ey = 0, respectivamente.

A secgdo transversal da superficie pelo plano z = z, é
2x% 4+ % = z,,

como o lado esquerdo da equagdo acima é ndo negativo, devemos tomar
zo > 0. Para z, = 0, a sec¢do se degenera no ponto (0,0,0) e para os demais
valores de z,, temos as elipses

x2 . Vo .
(vZo/Z)z (VZO)Z

Se fizermos x = x, ouy = Yo, as secgdes transversais serdo, respectiva-
mente, as parabolas

z=1y*+2x2,
ou
z=2x>+y2.

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mos-
trada na Figura 1.4.
O

Figura 1.4: A superficie dada por z=2x"+y°.

19
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A equagdo mais geral de um paraboloide eliptico tendo z como eixo de
. A z _ x2 e ~
simetria é dada por ¢ = 7; + +5. Nesta expressdo podemos trocar o z pelo

x ou o z pelo y e teremos paraboloides elipticos também, por exemplo,
x =2x2+3z2 ouy = x> + 2%,

Exemplo 1.5 (Paraboloide hiperbdlico) Esboce a superficie dada pela
equagao
z=x"—-y,

a partir das suas secgdes transversais.

Solugio Note que a equacdo acima fica invariante ao trocarmos x por —x
ou y por —y, logo, a superficie serd simétrica em relacdo aos planos x = 0
ey = 0, respectivamente.

As secgdes da superficie pelo plano z = z, sdo

X% — yz = Z,.
Portanto, se z, = 0, temos as retas y = x e y = —x. Para valores de z, > 0,

temos as hipérboles
2 2

X ¥y
Vz)?  (Vz)? 7

e para z, < 0, temos as hipérboles

2 2

y x
- =1.
(V1zo])? (Vlzol)?
As assintotas das hipérboles sdo as retas y = x e y = —x. Os eixos de

simetrias das hipérboles serdo o eixo dos x, se z, > 0 ou o eixo dos y, se
z, < 0. Os vértices das hipérboles se afastam da origem a medida que |z,|
aumenta.

Se fizermos x = x,, temos a parédbola
2= -y +x,

cujo vértice se encontra sobre o semieixo z positivo e se afasta da origem a
medida que |x,| aumenta.

De maneira andloga, se fizermos y = y,, temos a parabola
2_ .2
zZ=x" -V,

cujo vértice se encontra sobre o semieixo z negativo e se afasta da origem a
medida que |y,| aumenta.

A partir das sec¢des transversais obtidas acima, temos a superficie mos-
trada na Figura 1.5, a qual tem a forma de uma sela.

O
A equacgdo mais geral de um paraboloide hiperbélico como o descrito acima
¢ dada por Z = Z—; - z—i Também podemos trocar z por x ou z por y nesta
expressdo que ainda teremos um paraboloide hiperbdlico. Por exemplo,

podemos ter x = y? — z2 ouy = z% — x2.
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Figura 1.5: A superficie dada pela equagio z=x"-y".

Exemplo 1.6 (Hiperboloide de uma folha) Esboce a superficie dada pela
equagao
x>, Z2
PR

a partir das suas sec¢des transversais.

:1,

Solugdo A equacdo acima fica invariante ao trocarmos x por —x, ou y por
—y ou z por —z, logo, a superficie é simétrica em relacdo aos planos x = 0,
y = 0 ez = 0, respectivamente.

Se fizermos z = z,, teremos as elipses

x2 2

y _
@M+ﬁﬁ+@M+ﬁmﬁ_l

Se fizermos x = x,, teremos

2 z —1_ x5
Yoy T Ty
Portanto, se x, = +2, teremos as retas z = 2y e z = —2y. Se |x0\ < 2,
teremos a hipérbole
2 2

Yy z _
(Va—22/22  (Va-22)?

e se [x°| > 2, teremos a hipérbole

2 2

y —
VA8 (VR4

21
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De maneira andloga, se fizermos y = v,, teremos

xz Z2 -1 2
1 1 W
portanto, se |y,| = 1, teremos as retas z = x e z = —x. Se |y,| < 1, teremos

a hipérbole
2 2

X zZ
BN R N e

e se |yo| > 1, teremos a hipérbole

Z2 xz
N

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mos-
trada na Figura 1.6.

d

2 2
z

Figura 1.6: A superficie dada pela equagio x: +y7 - i L.

A equagdo mais geral de um hiperboloide de uma folha como o descrito

. . 2 2 2 .
acima é dada por 77 + %2- — % = 1. Também podemos trocar z por x ou z
por y nesta expressao que ainda teremos um hiperboloide de uma folha.

Exemplo 1.7 (Hiperboloide de duas folhas) Esboce a superficie dada pela
equagao

a partir das suas secgdes transversais.

Solugdo A equacdo acima fica invariante ao trocarmos x por —x, ou y por
—y ou z por —z, logo, a superficie é simétrica em relagdo aos planos x = 0,
y = 0 ez = 0, respectivamente.

Se fizermos z = z,, teremos
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Como o lado esquerdo da equacdo acima é ndo negativo, devemos tomar
|zo| > 1.Sez, =1ez, = —1, as secgdes degeneram-se nos pontos (0,0,1)
e (0,0, —1), respectivamente. Para |z,| > 1, teremos as elipses

x2 2

Yy _
VZ 12 @VZ 12

Se fizermos x = x,, teremos as hipérboles

1.

2 ]/2 -

(VI+22)? (2y/1+x2)7

Se fizermos y = y,, teremos as hipérboles

22 x2
- =1
(VA+y3/2)2  (VA+y5/2)?

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mos-
trada na Figura 1.7.

O

2
Figura 1.7: A superficie dada pela equagdo —x* _yT +22=1

A equagdo mais geral de um hiperboloide de duas folhas como o descrito

2
acima é dada por — ;—; — z—z + i—i = 1. Também podemos trocar z por x ou z
por y nesta expressao que ainda teremos um hiperboloide de duas folhas,
por exemplo, =22 — 2 + 22 =1le —x2 - 22 +y> = 1.

Exemplo 1.8 (Cone eliptico) Esboce a superficie dada pela equagao
2
2. Y 2
x°+ = =1z
9
a partir das suas secgdes transversais.
Solugdo A equacdo acima fica invariante ao trocarmos x por —x, ou y por

—y ou z por —z, logo, ela é simétrica em relagdo aos planos x =0,y =0e
z = 0, respectivamente.

Se fizermos z = z,, teremos

=
N
+
o,
I
N
oSN

23
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Portanto, se z, = 0, a sec¢do degenera-se no ponto (0,0,0). Para z, # 0,
temos as elipses

2 2

¥

5+ 5= 1.
(V]z0])* 3Vl
Se fizermos x = x,, teremos
2
22— % = x%
Portanto, se x, = 0, teremos as retas z = y/3 e z = —y/3. Para x, # 0,
teremos as hipérboles
2 2

z B y _1
(VI%D)?  (3v/]x])?

Se fizermos y = y,, teremos

2
22 —x* = y—".
9
Portanto, se y, = 0, teremos as retas z = x e z = —x. Para y, # 0, teremos
as hipérboles
2 2

z X _1
(Ivol/3)*  (Iyol/3)?

A partir das secgdes transversais obtidas acima, temos a superficie mos-
trada na Figura 1.8.

Figura 1.8: A superficie dada pela equagdo x* + % =z

A equagdo mais geral de um cone com duas folhas como o descrito acima

z 2 2 2 2z
¢ dada por % = 7 + }b’—z Também podemos trocar z por x ou z por y nesta
expressdo que ainda teremos um cone com duas duas folhas.

Exemplo 1.9 Dada a curva y = f(x) no plano z = 0, onde a inversa
x = f~!(y) existe, determine uma equacéo para a superficie gerada, pela
rotagdo desta curva em torno do eixo y.

Solugdo Como a superficie solicitada é uma superficie de revolugdo obtida
ao girarmos y = f(x) em torno do eixo y, as suas secgdes transversais com
os planos y = y, sdo as circunferéncias

422 =r O
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onde r = r(y,). Para calcularmos r(y,), podemos tomar o ponto desta
circunferéncia que estd no plano z = 0 e sobre a curva y = f(x). Logo,
x = f~1(y,) e r = |x|, donde concluimos que r = | f " (y,)|. Logo, a seccao
transversal da superficie pelo plano y =y, é

ez ()

Por outro lado, dada a equagédo de uma superficie, a sua secgdo transversal
com y = Y, é obtida fazendo-se y = y, na equagdo da mesma. Portanto,
uma equacao da superficie é

O

Exemplo 1.10 Encontre a equagdo da superficie que descreve o lugar
geométrico dos pontos (x,y,z) que sdo equidistantes de P,(—1,0,0) e do
plano x = 1.

Solugdo Se um ponto P(x,y,z) estd na superficie, entdo a distancia de P a
P, deve ser igual a distancia de P ao plano x = 1. Por outro lado,

dist(P, Py) = \/(x +1)2+y>+22

e a distancia de P ao plano x = 1 é a distancia de P(x,y,z) ao ponto do
plano x = 1 mais préximo de P, o qual é Q(1,y, z). Portanto,

dist(P,Q) =/ (x — 1)2.

Portanto, devemos ter

dist(P,P,) = \/(x +1)2+y?+22= \/(x —1)2 =dist(P, Q).
Tomando o quadrado desta equagdo, temos
(x+1)2+y2+22 = (x - 1)~

Apos simplificacdo, encontramos

Y2+ 22
X ==t
que é o paraboloide de revolugao, obtido girando-se a curva x = —y?/4,
z = (0, em torno do eixo x. Sugerimos que o aluno esboce esta superficie.

O

Exercicio 1.13 Esboce o grafico das superficies dadas pelas equagdes abaixo:

a)z=/x2+2
DTV
AQy*+9z22=9
d)z=1—x2

e x—y>=1
Hlyz=1

g) z = Cos .

25
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Exercicio 1.14 Para cada uma das equagdes abaixo, identifique e esboce a superficie associada.

a) z2 = 2x2 + 4y% + 36

b) x? = y? + 422

Q) dx —2y*> +4z> =0

d)4x? +y? +422 — 4y —24z+36 =0
e)x?—y? +22—2x+2y+4z+2=0
f) 22 = 4x? + y? + 8x — 2y + 4z.

Exercicio 1.15 Esboce a regido delimitada pelas superficies z = x> + y? e z = 4 — x? — .

Exercicio 1.16 Dados uma curva e um eixo, determine a equagdo de superficie obtida girando a
curva dada em torno do eixo dado.

a) y = 4x%, (z = 0), em torno do eixo y

b) y = 2x, (z = 0), em torno do eixo y.

Exercicio 1.17 Determine a equagdo da superficie consistindo de todos os pontos (x,y,z) que sdo
equidistantes do ponto (0,0,1) e do plano z = —2. Identifique a superficie.

26
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Funcoes de varias variaveis

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Determinar o dominio de uma funcado de varias variaveis.

2. Descrever e esbocar as curvas de nivel de uma fungdo de duas varidves.
3. Fazer o eshoco de uma superficie a partir das suas curvas de nivel.

2.1 DOMINIO, IMAGEM E GRAFICO DE
UMA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

No curso de Célculo I, foram introduzidos os conceitos de dominio, ima-
gem e gréfico de uma funcdo de uma varidvel. Nesta secdo estenderemos
tais conceitos para fungdes de vérias varidveis.

No caso de uma funcdo de uma varidvel, o seu grafico é uma curva no
plano, ja os graficos de fun¢des de duas varidveis serdo superficies no
espago.

Defini¢do 2.1 Uma fungdo f de duas varidveis é uma regra que associa a
cada par ordenado de ntimeros reais (x,y) de um subconjunto D do RR?,
um tnico nimero real denotado por f(x,y). O conjunto D é o dominio
de f e a sua imagem ¢é o conjunto dos valores possiveis de f(x,y), ou seja,
{f(x,y) : (x,y) € D}. O gréfico de f é o conjunto de pontos do R dado
por {(x,y, f(x,y)) : (x,y) € D} e ele representa uma superficie no espago.
Se f for dada por uma férmula e seu dominio néo for especificado, estara
implicito que ele é o conjunto de todos os (x,y) para os quais a regra estd
bem definida, no sentido que ela nos dé um ntimero real.

As defini¢oes acima se estendem de maneira natural para uma funcéo de
mais de duas variaveis.
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Exemplo 2.1 Encontre o dominio da fungdo f(x,y) = /x +y.

Solugdo Como a fungéo raiz quadrada sé estd definida para ntimeros reais
ndo negativos devemos ter x +y > 0, o que geometricamente é a regido do
plano xy que estd acima da reta y = —x, incluindo a prépria reta.

O

Exemplo 2.2 Encontre o dominio da funcéo f(x,y) = In(9 — x? — 9y?).

Solucdo Como a fungdo logaritmo s6 estd definida para ntimeros reais
positivos, devemos ter 9 — x2 — 9y > 0, o que geometricamente repre-
. . L 2
senta a regido do plano xy interior a elipse 27 + y? = 1.
O

Exemplo 2.3 Encontre o dominio da fungdo

flx,y) =/x2+y2 —1+1In(4 — x* —?).

Solugdo Como a fungdo f é a soma das fungdes

V2Hy2—1 e In(4—x*—y?),

o seu dominio serd a interse¢do dos dominios das mesmas, ou seja, temos
que tomar (x,y) de modo que eles satisfacam simultaneamente as seguin-
tes desigualdades:

P4+ -120 e 4—x—y* >0,

ouseja, 1 < X2+ y2 <220 que geometricamente é a regido do plano xy
entre os circulos centrados na origem e de raios 1 e 2, incluindo os pontos
do circulo de raio 1 e excluindo-se os pontos do circulo de raio 2.

O

. < _ \y—=a?
Exemplo 2.4 Encontre o dominio da fungdo f(x,y) = ek
Solugio Como f é o quociente das fungdes \/y — x2 e In(x? + y? — 4),
devemos tomar a interse¢do dos dominios destas e excluir os pontos onde
o denominador se anula. Ou seja, queremos que

y—x2>0, ¥ +y>—4>0e X2+ -4 #1,
ou seja,
y>x% 2ty >dex® P £5,

0 que geometricamente é a regido do plano que estd acima da parédbola
y = x? e exterior ao circulo x* + y?> = 4, da qual tiramos os pontos que
estdo no circulo x% + y? = 5.

d

Exercicio 2.1 Determine e esboce os dominios das fun¢gdes dadas.

a) fluy)=x+y b) f(x,y) = \/xy Ofxy) = s

d) f(x,y) = zra e) f(x,y) = Vy—x In(x +y) f) f(x,y) = VX+ /¥
g flxy) =vi-—x —e¥ h) f(x,y) = In(xy) i) f(xy) = 7 -

28
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2.2 CURVAS DE NiVEL

Gréficos nos fornecem uma maneira de visualizarmos fung¢des de duas
varidveis. Uma outra maneira de visualizarmos tais func¢oes é desenhar
as suas curvas de nivel, as quais serdo definidas abaixo.

Defini¢do 2.2 Seja f(x,y) uma fungdo de duas varidveis e k um nimero
real. O conjunto dos pontos (x,y) no dominio de f para os quais f(x,y) =
k é chamado de uma curva de nivel de f. Ela contém os pontos do dominio
de f para os quais o gréfico de f tem altura k. Ao esbogarmos a curva de
nivel no plano xy, devemos associar a ela o seu correspondente valor de k.

Exemplo 2.5 As curvas de nivel da funcio f(x,y) = x> + y?, sdo as curvas
x2 + y2 = k, onde k > 0. Devemos ter k > 0, pois x2 4+ yz > 0. As curvas
de niveis sdo circunferéncias concéntricas na origem de raios v'k. Quando
k = 0, a curva de nivel degenera-se no ponto (0, 0). Sugerimos que o aluno
leitor esboce as curvas de niveis parak =0,k =1,k =2ek = 3.

Ao tomarmos as secgdes do gréfico de f(x,y) pelo plano z = k, fatiamos o
grafico de f(x,y) em curvas, cujas projecdes no plano xy nos dao as curvas
de nivel de f. A partir destas podemos fazer o processo inverso, ou seja,
podemos esbogar o gréfico de f. Isto é feito da seguinte maneira: para cada
k elevamos a curva de nivel f(x,y) = k até o plano z = k, obtendo assim o
que denominamos trac¢o horizontal do grafico de f no plano z = k. O gra-
fico de f(x,y) é a unido de todos os tragos assim obtidos. Também a partir
das curvas de niveis de uma funcéo, podemos estimar os seus valores.

Exercicio 2.2 A partir das curvas de nivel obtidas no Exemplo 2.5, esboce o gréfico da superficie

z=x>+y>

Em cartografia, uma curva de nivel, normalmente chamada de contorno,
une pontos de mesma elevacéo (altura), relativamente ao nivel do mar. Se
a funcdo f(x,y) for a temperatura, entdo as curvas de nivel ligardo pontos
que tém a mesma temperatura e elas sio chamadas de isotérmicas.

Exemplo 2.6 Seja f(x,y) = 2x + 3y + 3, entdo as suas curvas de nivel sdo
as retas
2x+3y+3 =k,

as quais tém coeficientes angulares iguais a —2/3. Nas Figuras 2.1 e 2.2
mostramos as curvas de nivel de f(x,y) e o esbogo do seu gréfico a partir
das mesmas.
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NN

D

/

-2

T T T
P N T T
-1 0

1 2

Figura 2.1: As curvas de nivel de f(x, y)=2x+3y+3.

Figura 2.2: O gréfico de f(x,y)=2x+3y+3.

Exemplo 2.7 Seja f(x,y) = 2x? + y?, entdo as curvas de nivel de f(x,y)
sdo dadas por
2x% + y2 =k,

onde k > 0. Para k = 0, a curva de nivel degenera ao ponto (0,0), enquanto
que para valores positivos de k temos as elipses

2 2

y__
+(\/E)2_1'

X

(k722

Na Figura 2.3 mostramos as curvas de nivel de 2x? + y? e na Figura 2.4
mostramos o esboco do seu gréfico a partir das mesmas.

Figura 2.3: As curvas de nivel de f(x,y)=2x?+ 7.

30

Figura 2.4: O grafico de f(x,y)=2x*+y"
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Exemplo 2.8 Seja f(x,y) = x> — y2. As suas curvas de nivel sio as curvas
2 —y? =k,

onde k é real. Note que parak = 0, temos asretasy = x ey = —x.

Para valores de k # 0, temos as hipérboles x> — y?> = k, cujas assintotas
sdo as retas y = £x. Os eixos de simetria das hipérboles serdo o eixo dos
x,se k > 0 e oeixo dos y, se k < 0. Os vértices das hipérboles se afastam
da origem a medida que |k| aumenta (veja a Figura 2.5). A superficie cor-
respondente ao gréfico de f é o paraboloide hiperbélico, esbogado a partir
das curvas de nivel de f(x,y) = x> — y? (veja a Figura 2.6).

Figura 2.5: As curvas de nivel de f(x,y)=x"—)". Figura 2.6: O gréfico de f(x,y)=x"—)".

Exemplo 2.9 Esboce a superficie

z=x*—y
a partir das suas curvas de nivel.
Solucdo As curvas de nivel de z = x> — y sdo as parabolas
y=x>—k
onde k éreal. O traco horizontal do grafico de f no plano z = k é a pardbola
y:xz—k, z=k, (2.1)

e o seu vértice é o ponto (0, —k, k). Por outro lado, o conjunto de pontos da
forma (0, —k, k), com k real, representa uma parametrizagdo da reta x = 0,
z = —y. Portanto, para esbogarmos a superficie, basta desenharmos esta
reta e para cada ponto dela desenhamos a pardbola com vértice no mesmo,
a qual é descrita pela equagdo (2.1). A superficie assemelha-se a uma telha
colonial (veja a Figura 2.7).

]
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Figura 2.7: A superficie dada pela equacio f(x,y)=x"—y.

Exercicio 2.3 Seja f(x,y) = Mostre que uma das suas curvas de nivel é uma reta e as

¥y
2+y2+1°
demais sao circulos (veja a Figura 2.8).

Alguns softwares, como o Maple e o Mathematica, nos permitem encontrar
as curvas de nivel de uma fungédo. Veja o exemplo seguinte.

S
X+ +1

Figura 2.8: As curvas de nivel de f(x,y)=

Exercicio 2.4 Encontre algumas curvas de nivel das fungdes abaixo e tente visualizar as superfi-
cies correspondentes, a partir das mesmas.

a) f(x,y) = ¢ b) f(x,y) =x+y o) f(x,y) =x—y?
d) f(x,y) = /*2 —y? e) f(x,y) =y* —x* f) flx,y) =x*+y°
g) f(x,y) = xy h) f(x,y) = sen (x +y) i) f(x,y) = In(y/x% +y?).

) flxy) =2 +y> -1
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o
T T

Figura 2.9: Curvas de nivel da fungio f(x,y)=x’+y’—3x—3y foram obtidas com auxilio

do programa Mathematica.

Exercicio 2.5 Com auxilio de um computador, obtenha as curvas de nivel das fungdes abaixo.

a) f(x,y) = xy* — 3 b) f(x,y) = xy> —yx

o flxy)=x+y° d) f(x,y) = sen(ye ).

33






AULA K

Limite e continuidade

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender as definigdes de limite e de continuidade.

2. Calcular limites de fungdes de duas varidveis, caso ele exista e, se ele ndo exis-
tir, saber provar a ndo existéncia do mesmo.

3. Saber quais sao as consequéncias da continuidade de uma fungao.

3.1 ALGUMAS DEFINICOES

Seja B(Xo, Yo; ) 0 conjunto dos pontos (x,y) € R?, para os quais
(x =202+ (y —y0)? < 1%

Que conjunto de pontos é esse?

Seja D um subconjunto de R?. Dizemos que (x,,1,) € D é um ponto
interior de D, se existir r > 0, tal que B(x,, ;) esteja contido em D.

Dizemos que um ponto (%,,Y,) em IR? est4 na fronteira do conjunto D, se
para todo r > 0, o conjunto B(x,, y,,*) contiver pontos que pertecem a D e
pontos que ndo pertecem a D.

Exercicio 3.1 Encontre os pontos da fronteira dos seguintes conjuntos:
a)x2+yr <1

b)x2+y*> <1

A)l<x®+y?><3

d) {(x,y) : x,y > 0}.

Dizemos que D é aberto, se todos os seus pontos forem interiores. Note
que a bola B(x,,Y,;7) é um conjunto aberto, por isso a denotaremos de
bola aberta.

Dizemos que D é fechado, se 0 seu complementar em relagio a IR?, ou seja,
R? — D, for aberto.
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Exercicio 3.2 Em cada um dos conjuntos abaixo, diga se ele é aberto, fechado, nem aberto nem

fechado e os esboce.

a) {(x,y) : ¥ +y* <1}
b) {(x,y) : ¥ +y*>>1}
J{(xy) : P+y* <1}
d){(xy) : P +y>=1}
e){(x,y) : -1<x<3, —2<y<1}.

36

Dizemos que D ¢é limitado, se existir r finito, tal que D C B(0,0;7).

Dizemos que um subconjunto N' C R? é uma vizinhanca de (x,,1,), se
este ponto for um ponto interior de /. Toda bola aberta centrada em
(x0,Y0) € uma vizinhanga deste ponto e qualquer vizinhanca de (x,,Yo)
contém uma bola aberta centrada em (x,, o).

Uma vizinhanga deletada de um ponto (xo,1,) é uma vizinhanca deste
ponto, da qual tiramos o préprio ponto (x,,1,). Por exemplo, a bola
B(xo,1o; ) menos o ponto (xo, o) € uma vizinhanga deletada de (x,,Y,), a
qual é dada por

0<\/(x—x0)2+(y—y0)2<r.

As definigdes acima generalizam-se imediatamente para IR”; por exemplo,
em IR3, temos a bola aberta B (X0, Yo,20;7), @ qual é o conjunto de pontos
(x,y,z), tais que

(x=x0)>+ (Y —yo)? + (z—20)> < 1%,

que formado pelos pontos interiores & esfera de centro (xo, Yo, z,) € raio r.

3.2 LIMITE

O conceito de limite foi visto para fungdes de uma varidvel. A seguir o
generalizaremos para fun¢des de duas varidveis. A generalizacdo deste
conceito para fun¢ées de mais de duas para vdrias varidveis é imediata.

Seja f(x,y) uma fungdo definida em todos os pontos numa vizinhanga de
um ponto (X, Yo ), exceto possivelmente, no préprio (x,,,). Muitas vezes
queremos saber o que acontece com f a medida que tomamos pontos (x, )
do dominio de f, cada vez mais proximos de (x,,,), ou seja, queremos
saber se o valor de f(x,y) se aproxima de algum valor L, & medida que
(x,y) se aproxima de (xo, Yo)-

Para medir a proximidade de f(x,y) de L usaremos a letra €, e para medir-
mos a proximidade de (x,y) de (x,,Y,), usaremos a letra J.

Definic¢do 3.1 Consideremos uma funcéo f : D — R, onde D é um subcon-
junto de R? contendo uma vizinhanga deletada do ponto (x,, o). Dizemos
que f(x,y) tende a um numero real L quando (x,y) € D tende a (x,,1,) €
escrevemos
lim  f(xy) =L,
(xy)—=(x0.90)

se, e somente se, para todo namero € > 0 for possivel encontrar um nu-
mero ¢ > 0, tal que |f(x,y) — L| < €, sempre que (x,y) € D e

0< =)+ -y <o

(veja a Figura 3.1).
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z
y p B,y 0)
L+e T
k—» BT
L—e +
X

Figura 3.1: Os pontos de D que estdo na bola B(x,,y,;0) sdo levados no intervalo aberto
(L-e,L+6).

Exemplo 3.1 A partir da defini¢do de limite, calcule

lim xX,v),
(%)= (x0,Y0) f( ]/)

onde f(x,y) é dada abaixo:

a) f(x,y) = ¢, onde ¢ é uma constante,

b) f(x,y) = x,

A fxy) =y
Solugido
a) Seja f(x,y) = ¢, para todo (x,y). Mostraremos que

lim  f(x,y) =c. (3.1)
(xy)—=(x0,¥0)

Seja (xo,Yo) fixado. Dado € > 0, tome § > 0 qualquer, entao se

0< \/(xfxo)2+(yfyo)2<5,

temos
f(xy) —c[=0<e¢
o que mostra (3.1).

b) Seja f(x,y) = x, para todo (x,y). Mostraremos que

lim  f(x,y) = x,. (3.2)
(xy)—=(x0,90)

Seja (xo,Yo) fixado. Dado € > 0, tome J = ¢, entdo se

0< \/(xfxo)2+(yfyo)2<5,

temos

FGoy) = ol = x —xo =/ (x = 1) < \J(x =)+ (y—yo)2 < 6 = ¢,

o que mostra (3.2).

c) Seja f(x,y) =y, para todo (x,y). De maneira andloga ao que foi feito no
item (b), mostra-se que

lim X, Y) = 1Y,.
uwwmmﬂ ¥) = Yo
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Teorema 3.1 (Propriedades do limite) Sejam f e ¢ definidas numa vizi-
nhanca deletada do ponto (x,,,) e « uma constante. Se

lim f(x,y)=Le lim g(xy) =M,
(xy) = (x0,¥0) (xy) = (x0,0)

entao,

1. hm(x,y)%(xo,yo) (“f(xry)) =alL,
2. My ) () (F (1Y) +8(0Y)) =L+ M,
3. My y) s (x,) f(X,1)8(x,y) = LM,

: fxy) _
4. hm(xly)—)(xa,]/o) ﬁ = L/M, se M 7é 0.

5. Se h(z) for uma fun¢do de uma varidvel que é continua no ponto

z = L, entdo,
lim  h(f(x,y)) = h(L).
(%)= (x0.Y0)

A demonstragdo deste teorema é similar a que foi dada para fung¢des de
uma variavel, por isso a omitiremos.

Sugerimos que o aluno faga uma revisdo de continuidade de fungdes de
uma varidvel, mais precisamente, saber para que valores de x as fung¢des
de uma varidvel mais comuns sdo continuas. Por exemplo, polindmios,
e*, as fungdes sen x e cos x sdo continuas em toda a reta. A fungdo Inx é
continua em (0, ), a fungdo /x é continua em [0, o), desde que em x = 0
esteja subentendido continuidade a direita.

Dos itens 1 e 2 do Teorema 3.1, segue-se por indugdo que secy, . . ., ¢, forem
constantes e fi1(x,y),..., fu(x,y) forem fungdes tais que o limite
HM (2 ) (x,90) fi (X, ) existam, entdo

lim (z ﬁ(w))

()= (x0,Yo) i=1

icz‘( lim )fi(x,y)) (3.3)

i=1 (x,y) = (xo0,Y0

Além disso, do item 3 do Teorema 3.1, segue-se por indugdo que

im () o fuln) = lm )

(%)= (x0.yo0) —(Xo,Yo)

((x,y)hm fn(xfy)). (3.4)

—(%o,¥0)

Do Exemplo 3.1 itens (b) e (c) e de (3.4), temos

lim x" = ( lim x) < lim x) =xp, (3.5)
(xy) = (x0.Y0) ()= (x0.Y0) ()= (x0.Y0)

lim n— lim lim =y, 3.6
(29) (o) ((x,ywxmyo) y) ((x/yH(xo,ya)y) Yo GO

Note que do item 3 do Teorema 3.1, de (3.5) e de (3.6), concluimos que se
m, n forem inteiros ndo negativos, entao

lim  x"y" =x]y). (3.7)
(xy) = (x0,0)
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De 3.7 e de (3.3), concluimos que se f(x,y) for um polinonio, entdo,

lim  f(x,y) = f(x0,Yo)- (3.8)
(x,y) = (x0,Y0)

Além disso, se g(x,y) também for um polindnio e g(x,,y,) # 0, entdo,
segue do item 4, do Teorema 3.1, que

im LY _ f(xoyo) (3.9)

()= (xop0) 8(%,Y)  &(%o,¥o)
Exemplo 3.2 Seja f(x,y) = x> — xy + y°, calcule limy ) (12) f(x,Y)-

Solugdo Como f(x,y) é um polindnio, segue-se de (3.8) que

im xX,Y) = =12 - 5=7.
Ll ey =12 =1 - (1)) +2° =7

2 —xy+y3
Py

Exemplo 3.3 Calcule lim(, ,y_,(15) h(x,y), onde h(x,y) =

Solucdo Como h(x,y) é a razdo de dois polindmios, onde o denominador
x2 — y2 ndo se anula no ponto (1,2), de (3.9), temos

. 12— (1)(2) +23 7
(x,y)lir}l,z) (x.y) (1,2) 12 — 22 3

2x2—xy+3

Exemplo 3.4 Calcule lim( xy)—(1,0) preamsy

Solugdo Note que

i 2oy ty 2012 = (1)(0) + (0)°

= 2.
(xy)—(10) X2 —y>? (1)2 —(0)2

Por outro lado, a funcdo /z é continua em z = 2, do item 5 do Teorema
3.1, temos

lim 222 —xy+33 _ lim 222 —xy+y> V2
(x)—(1,0) X —y? (xy)—(10)  x*—y? '

0O

752, para todo (x,y) # (0,0), entdo calcule

Exemplo 3.5 Seja f(x,y) = =
limyy ) (0,0) f (%, Y)-

Solugdo Note que o numerador e o denominador de f(x,y) tendem a zero
quando (x,y) tende a (0,0). Por outro lado, para (x,y) # (0,0), temos

-y (x—y)(x+y)
flxy) = x—y (x—v)

Entdo, de (3.8), concluimos que

=x+y.

x2_y2 B

im lim (x+y)=0+0=0.
(xy)—(00) X —Y (xy)—(0,0)
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Exercicio 3.3 Seja f(x,y) definida numa vizinhanga deletada do ponto (x,,Y,). Mostre que
lim x,y) =0,
i

se e somente se,

lim X, =0.
T |f(x,9)]

Teorema 3.2 (Teorema do Sanduiche) Sejam f, ¢ e h func¢des definidas
numa vizinhanga deletada do ponto (x,,,), na qual temos

g(xy) < f(xy) < h(xy).

Se
lim x,y)=L= lim hix,y),
()= (x0,Y0) g( y) ()= (x0,Y0) ( y)

lim x,y) = L.
(x,y)%(Xo,yn)f( y)

entdo,

Prova Tome € > 0. Como

lim x,Y) =L = lim hix,vy),
B ST B oy 1Y)

entdo existe & > 0, tal que se (x,y) estiver na bola B(x,,,;J), devemos ter
g(x,y) e h(x,y) no intervalo (L — ¢, L + €). Como

g(xy) < f(xy) <h(xy),

teremos
L—e<g(xy) < flxy) <h(xy) <L+e.

Disso, concluimos que para todo (x,y) € B(x,,Yo;J), temos
fxy) —L| <e,

0 que prova o teorema.
O

Definic¢do 3.2 Dizemos que uma fungédo f é limitada num dado conjunto
D, se existir uma constante positiva M, tal que |g(x,y)| < M, para todo
(x,y) em D.

Exemplo 3.6 Suponha que f(x,y) e g(x, y) sejam definidas numa vizinhanga
deletada de (x,,1,), na qual g(x,y) seja limitada e que

lim x,y) = 0.
(x,y)%(xD,yo)f( y)

Mostre que

lim  f(x,y)g(x,y) =0. (3.10)
(xy) = (x0,y0)

Solugdo Como g(x,y) é limitada numa vizinhanca deletada de (x,,v,),
existe uma constante positiva, M tal que [g(x,y)| < M, para todo (x,y
em tal vizinhanga, portanto, na mesma vizinhanga temos

40 0<|f(xy)g(x, )| =If(x,y)lIgxy)| < M[f(x,y)l,
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ou seja,
0 < [f(xy)g(xy)l < MIf(x y)l- (3.11)
Como lim,. ) (s, 4,) f(%,¥) = 0, entao, do Exercicio 3.3,

lim X, =0,
T |f(x, )]

logo, imyy s (x, o) MIf(x,y)| = M.0 = 0. Como as fungdes 0 e M|f(x,y)|
tendem a zero quando (x,y) tende a (0,0), das desigualdades (3.11) e do
Teorema do Sanduiche, concluimos que

lim  [f(x,y)g(x,y)[ =0
(x,y)—=(x0,Y0)

e do Exercicio 3.3, temos lim(x,y)%(xo,yu) flx,y)g(x,y) =0.
Exemplo 3.7 Mostre que
. 1
lim x sen (22> =0.
(x,y)—(0,0) Xty

Solugdo Para todo (x,y) # (0,0), temos ‘sen (ﬁ)‘ < 1, logo, temos a

seguinte desigualdade: ‘x sen (%ﬂlz) ‘ < |x|, portanto,

1 1
voen (s )| =l en ()| <

1
X sen <xz+y2> } < |x|.

Como as fungdes 0 e |x| tendem a zero quando (x,y) tende a (0,0), das
desigualdades acima e do Teorema do Sanduiche, temos

1
X sen m =0

e do Exercicio 3.3, concluimos que

0<

ou seja,

0<

lim
(xy)—(0,0)

. 1
Iim x sen (22> =0.
(xy)—(0,0) x“+y

Exemplo 3.8 Calcule o seguinte limite
. x3

lim ————.
(xy)=(00) % + 32
Solucio Note que x> < x2 +y?, logo, |x| = Vx2 < /x2+ 2, portanto,
elevando esta desigualdade a terceira poténcia, temos
0< |x‘3 < (x2+]/2)3/2.
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Dividindo estas desigualdades por x? + 1, obtemos

Ed [v2 12
O§x2+y2§ x2 +ye.

3
. o . . .
Se fizermos f(x,y) = Vg2 A8 desigualdades acima podem ser reescritas
como

3

X
0< If(uw)l = s < VR
0<|f(xy)l < /2 +y2.

Como |f(x,y)| estd entre duas fungdes que tendem a zero quando (x,y)
tende a (0,0), segue-se do Teorema do Sanduiche que |f(x,y)| tende a zero
quando (x,y) tende a zero e, em virtude do Exercicio 3.3, 0 mesmo aconte-
cerd com f(x,vy).

Ou seja,

d

Observagio 3.1 (O teste dos dois caminhos) Diferentemente do que ocorre
na reta, no plano existem infinitas maneiras de nos aproximarmos de um
dado ponto (x,,Y,), a existéncia do limite

lim  f(x,y) (3.12)
(xy)—=(xo,0)

significa que ele ndo deve depender de como nos aproximamos do ponto
(x0,Y0). Em particular, se ao aproximarmos de (x,,Y,) através de dois
caminhos diferentes a funcdo f(x,y) tender a valores diferentes, entdo o
limite (3.12) ndo existira.

Exemplo 3.9 Mostre que lim,_,o % nao existe.

Solugdo Seja

fl) = e () £ 0,0,

(veja a Figura 3.2).

Figura 3.2: Grafico f(x,y)=—=2—,(x,») # (0,0).
X +y
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Vejamos o que acontecerd com os valores de f(x,y) quando nos aproxima-
mos da origem através das retas y = ax, onde 2 é um ntimero real fixo. Ao

longo de tais retas, temos f(x,y) = f(x,ax) = 7', logo,
lim f(x,y) = lim f(x ax)*limL*L
Y X0 ’ x50 1+a2 1442

(x,y) = (0,0)
(ao longo da reta y = ax)

Isto significa que ao aproximarmos de (0,0) através das retas y = ax,
f(x,y) tendera a valores diferentes, dependendo da escolha de a. Portanto,

limy ;) (0,0) f (%, ¥) ndo existe.

O
Exemplo 3.10 Mostre que lim ;) ,(q,0) xzx—ff, ndo existe.
Solugdo Seja
xy?
flx,y) = m/ (x,y) # (0,0),
entdo, ao longodaretay =0, f(x,y) = f(x,0) = 0, logo,
lim f(x,y) = lim f(x,0) = lim 0 = 0.
(x,y) N (0,0) x—0 x—0
ao longo daretay =0
Por outro lado, ao longo da parabola, x = yz, temos
flry) =fy*y) =1/2,
logo,
lim f(x,y) = lim f(y%,y) = lim1/2 = 1/2.
(x,y) — (0,0) y=0 y=0
(ao longo da pardbola x = y?)
Portanto, lim(, ), (0,0) f (%, ) néo existe.
O

Observagdo 3.2 Vale a pena ressaltar que o Teste dos Dois Caminhos nos
permite provar a nido existéncia do limite. No entanto, o fato de

lim flx,y) = lim flx,y),
69 > Foe) T () oo
(x,y) € G (x,y) € &

onde C; e C; sdo dois caminhos distintos passando por (x,,Y,), ndo quer
dizer que o limite

lim X,
(%)= (x0.Y0) f( ]/)

exista.

Exercicio 3.4 Mostre que

2 2

im XY
(xy)—(0,0) x% + >

nao existe.
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P
y_
r Y —JYo
vt 0
x_xO
xo X

Figura 3.3: Coordenadas polares.

Observagdo 3.3 No céalculo de

lim x,v),
(xry)ﬁ(xo/%)f( ]/)

muitas vezes é conveniente fazermos mudancga de coordenadas cartesianas
para coordenadas polares, a qual descreveremos a seguir.

Seja r a distancia entre os pontos Py(x,,1o) € P(x,y) e 8 0 &ngulo que o se-
mieixo dos x positivos faz com P, P, medido no sentido anti-horario. Entéo,
temos (veja a Figura 3.3),

X =Xxo+rcost e y=1y,+rsenf.

Como (x,y) tende (x,,Y,) se, e somente se, a distdncia de (x,y) a (xo,Yo)
tender a zero e esta vale r, entdo,

lim X,
()= (x0,Y0) f( y)

é equivalente a

lim f(x,+rcos6,y, +r sen 6),
r—0t

o qual existir4 se, e somente se, ele ndo depender de 6. A dependéncia em
0 neste limite implicard que lim ), (x, 4,) f (¥, ¥) ndo existe, por qué?

Exemplo 3.11 Mostre que
1i Yy o

im ———=0
()= (00) \/x2 +y?
Solugdo Seja

flxy) = w*yfyz (x,) # (0,0).

Se introduzirmos as coordenadas polares x = r cos 0 e y = rsen 8, teremos
0 <|f(x,y)| = |f(rcosf,rsend)| = |rsenfcosb| <,

pois as fungdes cos 0 e send sdo limitadas em médulos por 1. Como | f(x, y)|
estd entre duas fun¢des que tendem a zero quando r tende a zero, segue-se
do Teorema do Sanduiche que |f(x,y)| tende a zero quando r tende a zero
e, em virtude do Exercicio 3.3, 0o mesmo acontecerd com f (x, y).

O
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Exercicio 3.5 Resolva o Exercicio 3.8 usando coordenadas polares.

Exercicio 3.6 Calcule os seguintes limites.

a) im, ), (21) (Bxy + xy* + 3x)

b) lim(x,y)ﬁ(Z,O) Ci)/sx(;%) .

Exercicio 3.7 Calcule o limite, se ele existir, ou mostre que ele nao existe.

2 2
i X : 4y
a) hm(x,y)ﬁ(o,o) e b) llm(x,y)a(0,0) VA1 -1
) lim Ze d) lim _ i
©) MM (x,)—(0,0) ¥253y2 M (xy)—=(1.2) ¥yZ—2x—4y+5
e) lim _x2—dx4d ) i x2sen?y
(xy)—(21) xy—2y—x+2 (xy)—=(00) 222142
. 3xy g 1_5*("fz+y2)
8) lim(x4)(0,0) pz h) lim, ) 0,0) T

Exercicio 3.8 Use coordenadas polares para calcular os limites abaixo, caso eles existam.

2
a) llm(x,y)a(0,0) %
. XS_ 3
b) hm(x,y)—>(0,0) 22
) x2+y2
&) iy (00) senpzy?y-

3.3 CONTINUIDADE

O conceito de continuidade para fungdes de uma varidvel ja foi visto. A
seguir o estenderemos para fun¢des de duas varidveis. A sua extensdo
para fungdes de mais de duas varidveis serd imediata.

Defini¢do 3.3 Seja f definida numa vizinhanga de (x,,Yy,). Dizemos que f é
continua em (x,,,) se

lim  f(x,y) = f(%0, o)
(x,y) = (xo0,¥0)

Dizemos que f é continua num conjunto D, se ela for continua em todos os
pontos de D.

Teorema 3.3 (Propriedades da continuidade) Suponha que f e g sejam
continuas no ponto (x,,Yo,) € seja c uma constante. Entdo,

1. as fungdes cf, f + g e fg também serdo continuas em (xo, Yo ),
2. se g(x0,Y0) # 0, entdo, f/g também serd continua em (xo, ¥o) €

3. se h(z) for uma fun¢do de uma variavel que é continua em z, =
f(x0,Y0), entdo, acomposta h(f(x,y)) também serd continua em (x,, Yo ).
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O Teorema anterior segue diretamente das propriedades de limite.

Do Teorema 3.3 e das Equagdes (3.8) e (3.9), segue-se que polindnimos nas
varidveis x,y sdo fun¢des continuas em todo o plano e que o quociente
destes é uma funcdo continua naqueles pontos onde o denominador nédo
se anula.

Exemplo 3.12 Seja

3

e = 2 (uy) #(0,0)
f( ,y)—{ gy (x.y) = (0,0).

Mostre que f(x,y) é continua em (0,0).

Solugdo Vimos no Exemplo 3.8 que lim(, ,y_,(00) f(x,y) = 0 = £(0,0),
logo, f é continua em (0, 0).

O
Exemplo 3.13 Seja
2 , se(x, 0,0
| o =0 #00)
0, se (x,y) = (0,0).
Mostre que f(x,y) é continua em todos os pontos.
Solugdo Ja vimos que a fung¢do de uma variavel h(z) = /z é continua
para todo z > 0 e a fungdo g(x,y) = x>+ y? é continua em todos os

pontos, pois ela é um polinénio. Logo, do item 3 do Teorema 3.3, a com-
posta h(g(x,y)) = \/x? + y? serd continua nos pontos (x,y) para os quais
g(x,y) = x> +y* > 0, ou seja, (x,y) # (0,0). Em tais pontos, temos
h(g(x,y)) > 0. Portanto, do item 2 do Teorema 3.3, f(x,y) serd continua
nos mesmos, por ser o quociente de duas fung¢des continuas, cujo denomi-
nador ndo se anula.

Resta-nos mostrar a continuidade de f(x,y) em (0,0). Vimos no Exemplo
3.11 que lim, ), (g,0) f(x,¥) = 0 = £(0,0), logo, f é continua em (0,0).
O

Exemplo 3.14 Mostre que

22

_} =%, se(xy) #(0,0)
f (x’y)_{ 00 se(ny) = (0,0). (3.13)

é continua em todos os pontos. Veja o gréfico de f(x,y) na Figura 3.4.

Solugdo Para (x,y) # (0,0), f(x,y) é a razdo de dois polindmios, sendo
que o denominador, x> + 2, ndo se anula em tais pontos, portanto, f(x,y)
é continua nos mesmos.

Resta-nos mostrar que f(x,y) é continua em (0,0). Como ﬁ < 1,

2 2
x’;J‘ryylz = xziyZ ly| < |y|. Portanto, para (x,y) # (0,0), te-

2
mos [f(x,y)| = x’;fyt < |y|. Logo,

segue-se que

0<|f(xy)l < lyl-
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Das desigualdades acima, do Teorema do Sanduiche e do Exercicio 3.3,
2
segue-se que lim, ;) (g 0) xeTyyZ = 0= £(0,0), portanto, f(x,y) é continua
em (0,0).
) O
Vimos no Exemplo 3.10 que lim, ;) , 0,0) % ndo existe, logo, se f(x,y)

2
for uma funcdo definida no plano todo, tal que f(x,y) = xzx—zyz, (x,y) #
(0,0), ela ndo poderé ser estendida de modo a ficar continua na origem,
independentemente de como a definamos neste ponto, pois para que uma
funcao seja continua num ponto (xo, ¥o), 0 limite lim, \y, x ,.) f(x,y) deve

existir (veja a Defini¢do 3.3).

Figura 3.4: Gréafico f(x,y) dada em (3.13).

Teorema 3.4 Se f(x,y) for continua em (x,,1,), entdo f(x,y) é limitada
numa vizinhanga deste ponto.

Prova Como f é continua em (x,, Y, ), entdo

im  f(x,y) = f(x0,Yo)-
(xy) = (x0,¥0)

Tomando € = 1 na definicdo de limite, existe 6 > 0, tal que se

V=52 +(y—yo)2 <,

entao,
lf(x,y) = f(x0,y0)| < 1. (3.14)

Portanto, se (x,y) € B(xo,Y0;0), segue da desigualdade triangular
(la —b| < |a| + |b|, onde a e b sdo numeros reais quaisquer) e da desi-
gualdade (3.14), temos

f(xy)]

|(f(x, ) — f(x0,¥0)) + f(x0, o)
|(f(x,y) = f(x0,¥0)| + | f (%0, ¥o) |
L+ |f(x0,Y0)|-

VAR VAN
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Exercicio 3.9 Seja

Do Teorema 3.4, segue-se que se uma fungdo se tornar ilimitada quando
nos aproximamos de um dado ponto do seu dominio, entdo ela ndo pode
ser continua neste ponto. Por exemplo, seja

[ 3 se(xy) £ (0,0)
flxy) = { 6,y se (x,y) = (0,0) ’

entdo, ao longo do eixo x, temos f(x,y) = f(x,0) = 1, a qual se torna
ilimitada & medida que nos aproximamos da origem. Portanto, f(x,y) ndo
pode ser continua em (0, 0).

sen \/F
flxy) = { % (x,y) # (0.0) (3.15)
1, (x,y) = (0,0).

Mostre que f é continua em todos os pontos. Veja o gréfico de f(x,y) na Figura 3.5.

(Sugestao: use coordenadas polares)

Figura 3.5: Grafico f(x,y) dada em (3.15).

Exercicio 3.10 Descreva o conjunto dos pontos (x,y) nos quais f é continua.

a) f(x,y) =In(x+y —1) b) f(x,y) = 2y

Q) f(x,y) = Vx eVEY

==Y

d) f(x,y) = V1 —x% —y?

e) f(%,Y) = sty —cos=y) f) f(x,y) = x sen (y/x)

8) f(x,y) = In(In(x +y)).
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Exercicio 3.11 Use o item 3 do Teorema 3.3 para determinar que g(x,y) = h(f(x,y)) é continua,
onde f e h sdo dadas abaixo.

a) f(x,y) =x>—xy+y?eh(u) = (u?>—2)/u b) f(x,y) =x+y—1eh(u) =In(u+2)

o f(x,y) =x+tg(y)eh(u) =u?>+u d) f(x,y) =2ylnxeh(u) = e

Exercicio 3.12 Discuta a continuidade da seguinte funcao

oy =) SRS ) £ 00)
1 = (0,0).

Exercicio 3.13 Mostre que se f(x,y) for continua em (x,,,) € f(Xo,Yo) > 0, entdo existe 6 > 0, tal
que f(x,y) > 0, para todo (x,y) € B(x,,Yo;9).
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Derivadas parciais

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender o significado geométrico das derivadas parciais para fungdes de
duas ou mais variaveis.

2. Calcular derivadas parciais de qualquer ordem de uma fungao de duas ou mais
variaveis.

4.1 REVISAO DO CONCEITO DE DERIVADA
PARA FUNCAO DE UMA VARIAVEL

No estudo de fungdes de uma variavel, introduzimos o conceito de deri-
vada, o qual é muito ttil nas aplicagdes, por causa da sua interpretacdo
como taxa de variagdo de uma func¢do. Nesta aula estenderemos a nogdo
de derivada para func¢des de duas variaveis.

Antes de prosseguirmos com a nossa discussdo, voltemos ao caso em que
f € uma fungdo de uma varidvel. Seja f : I — R, onde I é um intervalo
aberto da reta. Seja x, um ponto de I, entdo, ao passarmos deste ponto para
outro ponto x € I, a variagdo de f é Af = f(x) — f(x,). Dividindo esta
variagdo pelo acréscimo Ax = x — x, da varidvel independente, obtemos o
quociente de Newton

Af _ F(x) — f(xo)

Ax Ax
Se o limite do quociente acima, quando Ax tender a 0 existir, ele sera cha-
mado de derivada de f no ponto x, e sera denotado por f'(x,) ou % (x0)-

Se fizermos x = x, + h, podemos também escrever

) = Y (1) = tim Lo+ 1) = f(0)

dx h—0 h '
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Exercicio 4.1 Calcule as derivadas das seguinte fungdes (vocé pode usar as propriedades de deri-
vadas estudadas anteriormente).

a) f(x) = 3x* — 2x3 + 3x b) f(x) = cos(2x? + 1) 0) f(x) = x*sen (x3 +2x)

2
d) f(x) = S5

g) f(x) =In(x’ +2).

52

e) f(x) = arcsen (x2 + 1) f) f(x) =Vxt+x2+3

4.2 DEFINICAO DE DERIVADAS PARCIAIS E AS SUAS PROPRIEDADES

Voltemos agora ao caso em que f é uma fun¢do de duas varidveis.

Seja f : D — R, onde D é uma regiao aberta de IR? contendo ponto (xo, o).
A variagdo de f ao passarmos deste ponto para outro ponto (x,y) € D é
dada por

Af = f(x,y) — f(xo0,Yo),

por outro lado, a variagdo das varidveis independentes, a qual denotare-
mos por As, é a distancia entre (x,,1,) e (x,y). O andlogo ao quociente de

Newton seria
Af f(x,y) — f(xo, o)
As As

O passo seguinte seria tomarmos o limite deste quociente quando (x,y)
tendesse a (x,, yg). Contudo, no plano existem infinitas maneiras do ponto
variavel (x,y) se aproximar de (x,,1,); por exemplo, poderiamos tomar
uma curva no plano que passasse por (X,,l/,) € nos aproximarmos deste
ao longo desta curva. Por causa disso, ao tomarmos o limite do quociente
de Newton acima quando (x,y) tende a (x,,Y,), temos que dizer como
fazemos tal aproximagéo, isto nos levard aos conceitos de derivadas par-
ciais e de derivada direcional. Em ambos os casos faremos (x,y) tender a
(X0, 10) a0 longo de uma reta que passa por este ponto. Como veremos, as
derivada parciais serdo casos particulares da derivada direcional quando
nos aproximamos de (x,, ¥,) ao longo das retas y = y, e x = x,.

Definigdo 4.1 Seja f definida numa vizinhanga do ponto (x,,Y,). Se o limite

lim f(x,90) = f(x0,Y0)

X=X X — X

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagdo x no ponto (xo,Yo),
af . ) 7
o qual denotaremos por fx(xo,Yo) ot 35 (Xo,Yo). De maneira andloga, se o limite

lim f(x0, ) — f (%0, Yo)
Y=Yo Y—Yo

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relagdo y no ponto (x,,Y,),
o qual denotaremos por fy(x,,Yo) ou %(xo,yo).
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As derivadas parciais fx(Xo,Yo) € fy(Xo,Yo) representam as taxas de varia-
¢oes de f(x,y) no ponto (x,Y,) em relacdo as dire¢des horizontal e verti-
cal, respectivamente.

Note que no célculo de fx(x,,Y,), aproximamo-nos do ponto (x,,,) ao
longo do reta y = y,, ou seja, a varidvel ¥ ndo muda, seu valor é sempre
igual a y,. Portanto, ao longo desta reta, f(x,y) é uma fun¢do apenas de x,
a qual denotaremos por g(x), ou seja, g(x) = f(x,y,). Entdo,

g(xo +h})l — g(x(’) — g/(xo).

fx(Xo0,Y0) = }lzim

—0

De maneira andloga, no calculo de fy(x,,Y,), aproximamo-nos de (X, o)
ao longo do reta x = x,, ou seja, a varidvel x ndo muda, seu valor é sempre
igual a x,. Portanto, ao longo desta reta, f(x,y) é uma funcéo apenas de y,
a qual denotaremos por w(y), ou seja, w(y) = f(x,,y). Entdo,

w(]/(’ +h2l — w<y0) _ wl(yo).

fy(xo/yc') = I%im

—0

Resumindo, embora tenhamos introduzido um conceito novo, sob o ponto
de vista operacional, ndo hd nada de novo. Mais precisamente, para calcu-
larmos fy(x,y), na expressdo de f(x,y) olhamos para y como se fosse uma
constante e calculamos a derivada de uma fun¢do de uma varidvel apenas,
ou seja, da varidvel x. De maneira andloga, o problema de calcular f,(x, y)
reduz-se ao célculo da derivada de uma fungdo apenas da varidvel y, ou
seja, na expressdo de f(x,y) tratamos x como se fosse uma constante. Por
isso, sugerimos que o aluno faga uma revisdo de como calcular derivadas
de funcoes de uma variavel.

Da mesma forma que na derivacdo de uma funcdo de uma varidvel, as
derivadas parciais de f(x,y) em relacdo a x e a y sdo operagdes lineares,
ou seja, se f(x,y) e g(x,y) forem duas funcdes cujas derivadas parciais em
relagéo a x existem e ¢ uma constante qualquer, entao,

© 2(cf(xy) =cEf(xy)e

o 2(f(x,y)+8(xy) = 2f(x,y)+ 2g(x,y).

De maneira analoga, se f(x,y) e g(x,y) forem duas fun¢des cujas derivadas
parciais em relagdo a y existem e ¢ uma constante qualquer, entdo,

o 2(cflxy) =cdflxy)e
© 5 (fuy) +8(xy) = 5 f(xy) + 58(xy).

A linearidade segue imediatamente das suas defini¢cbes das derivadas
parciais.

Exemplo 4.1 Seja f(x,y) = e¥ cos(xy), calcule f+(0,0) e f,(1,0).

Solucdo Tratando y como uma constante na expressao de f(x,y) e a deri-
vando em relagdo a x, temos

% = % (¢¥ cos(xy)) =& <;x COS(XE/)> = —ye! sen(xy).
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De maneira andloga, tratando x como uma constante na expressao de f(x, y)
e a derivando em relagdo a y, temos

of

)
— Y
3y 3y (e¥ cos(xy))

= (cos(xy) —xsen(xy))eY.

Portanto, fy(x,y) = —ye¥ sen(xy) e f,(x,y) = (cos(xy) — xsen(xy))e¥, em
particular,

fx(0,0)=0e f,(1,0) =1.

O
Exemplo 4.2 Calcule fy(1,7), onde f(x,y) = x> + cos x cos y — In(xy).
Soluc¢ao Usando a linearidade da derivada parcial, temos
) 3, 2 d
af(x,y) = a(x )+ g(cosxcosy) ~ 3y In(xy) = 2x —senxcosy —1/x.
Portanto, fx(x,y) = 2x — senx cosy — 1/x, em particular,
fx(1,m) = (2)(1) —sen(m)cos(1) —1 =1.
a

Para derivadas parciais também valem as regras usuais de derivacdo de
fun¢des de uma varidvel, ou seja, valem as regras para derivagdo de um
produto e de um quociente de duas fungdes:

o 2(f(x,y)8(x,y) = £f(xy) g(xy) + f(x,y) Z&(x,y)

o O (f(x,y)) _ wf(y) sy~ fy) ey
ax \ g(xy) (8(xy))? ’

Temos rela¢des similares para a derivada parcial em relagcdo a y.

Exemplo 4.3 Calcule( 1 -0 )
Y

y cos x+y*
Solucao
xy? - _ (2 —x%)y (yeosx +yt) — (xy® — x%) (ycosx +yt),
yecosx+yt) (ycosx +y*)2

2xy(y cos x +y*) — (xy? — x%)(cos x + 41°)
(ycosx + y*)2

Exemplo 4.4 Seja

_ | =a se(xy) #(0,0)
fly) = { ay se (x,y) # (0,0).

Mostre, a partir da definicio de derivadas parciais, que f(0,0) =0 = £,(0,0).



AULA 4

Solucao Note que

— i J0) = £(0,0) . 0-0 .
00 = iy FRAZSOD — g 8520 — im0~

f(0,h) — £(0,0) 0-0

(0,0 = i LOBHED i 820 o o,

O
Exercicio 4.2 Calcule f, e f,, onde f(x,y) é dada abaixo.
2) f(x,y) = (8 = )8 b) f(x,) = xe! + ysenx
o) fx,y) = (x* —y?)° d) f(x,y) = xe¥ + ysenx
e flzy) =L -% 0 f(xy) = 25
8) f(x,y) = x° — 3x%y + 2xy* — 3xy + 4y h) f(x,y) = (o +y°)(x —y)
i) f(xy) = (2 +xy+1°)° Dfxy) =1-%
k) f(x,y) = sen(x +y) + cos(x — y) ) f(x,y) = arcsen (x/y)°
m) f(x,y) = 575 n) f(x,y) = & +y*
0) f(x,y) = J5 7 cost dt P) f(x,y) = In(x tgy).

Exercicio 4.3 Seja f : R> — R definida por

_ [ S s (n,y) # (0,0)
fy) = { ay se (x,y) = (0,0).

Mostre, usando a definicio de derivadas parciais, que f(0,0) = 0e f,(0,0) = 0.

4.3 A INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS DERIVADAS PARCIAIS

O grafico de z = f(x,y) representa uma superficie no espago, a qual deno-
taremos por S. Se (a,b, c) for um ponto de S, entdo c = f(a,b).

Seja C; a curva interse¢do do plano y = b com S. Ou seja, no planoy = b,
temos a curva Cy, a qual é o gréfico de z = f(x,b) = g(x). Do estudo de
fungdes de uma variavel, sabemos que g’(a) é o coeficiente da reta tangente
a C no ponto (a,b), mas

'a) = Tim 8@ M) —8(a) _ . flathb) — flab)
R

= fx(a,b).

Assim, fy(a,b) éigual ao coeficiente angular da reta tangente a curva que é
a interse¢do do gréfico de f(x,y) com o plano y = b, no ponto (a,b, f(a,b)).
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Figura 4.1: Interpretagio geométrica das derivadas parciais f,(a.b) e f,(a,b).

De maneira andloga, seja C; a curva interse¢do do plano x = a com a
superficie S. Ou seja, no plano x = a, temos a curva Cp, a qual é o gra-
fico de z = f(a,y) = w(y). Sabemos que w'(b) é o coeficiente da reta
tangente a Cy, no ponto (a,b), mas

fon g w(b+h)—w(b) . f(a,b+h)— f(a,b)
w(b) = fim ————— =lm i

ny(a,b)-

Assim, f,(a,b) éigual ao coeficiente angular da reta tangente a curva que é
aintersegdo do gréfico de f(x,y) com o plano x = a,no ponto (a,b, f(a,b)).

Em resumo, podemos interpretar as derivadas parciais fy(a,b) e f,(a,b)
como sendo os coeficientes angulares das retas T e T», que sdo as tangentes
as curvas obtidas pelas interse¢des de S com os planosy = bex = a,
repectivamente, no ponto (a,b, f(a,b)).

Conforme serd visto na Se¢do 5.3, as retas tangentes T} e T determinam um
plano, o qual chamaremos de plano tangente a S no ponto (a,b, f(a,b)).

Exercicio 4.4 Calcular a inclinagdo da tangente a curva sequndo a qual o plano y = 1 corta a superficie
z = x? +y?, no ponto (2,1,5).

56

4.4 DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES

Como fy e f, também sdo fungdes das varidveis x e y, podemos deriva-
-las parcialmente em relagdo as variaveis x e y, casos estas derivadas exis-
tam. Em outras palavras, calculamos (fx)x, (fx)y, (fy)x e (fy)y, as quais
denotaremos por fyy, fxy, fyx e fyy, respectivamente. Com isso temos as
derivadas parciais de segunda ordem de f. Podemos tomar derivadas par-
ciais destas com relagdo a x e y, caso elas existam, e obter derivadas parciais

de terceira ordem de f, ou seja, fyxx, frxy, fayxs fxyys fyxxs fyxys fyyx € fyyy-
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Repetindo o procedimento acima, podemos obter derivadas parciais de
ordens superiores.

Também denotaremos fvy, fry, fyx € fyy por I PT P o OF respecti-
xxr Jxys Jyx € Jyy POT 32y Gyox+ axoy € 32y’ TSP

vamente. Temos nota¢des similares para derivadas de ordens superiores,

or exemplo, f, = Of
p PO/ Jyxxyx = 3rayazxay-

Exemplo 4.5 Calcule fyy, fxy, fyx/ fyy e fxxx, onde f(xr y) = XyS —at

Solugdo fr = y° — 4x3, frx = —12x2, fry, = 3Y%, faxx = —24x, f, = 3xy?,

O

Exemplo 4.6 Seja f(x,y) = sen(xy). Calcule todas as derivadas parciais de
primeira e segunda ordens de f(x,y), bem como fyxy.
Solucio
fo = ycos(xy)
fy = —xcos(xy)
fux = —y*sen(xy)
fxy = cos(xy) — xy sen(xy)
fyx = cos(xy) — xy sen(xy)
foy = —x? sen(xy)
foy = —xy*cos(xy).

O

Exercicio 4.5 Calcule todas as derivadas parciais de segunda ordem da funcao
f(x,y) = e* seny + In(xy).

Note que nos Exemplos 4.5 e 4.6, temos fr, = fyx, ou seja, a ordem das
derivadas parciais em relacdo a x e y ndo foi importante. Teria isto sido
uma coincidéncia? A resposta a esta pergunta é dada no teorema abaixo, o
qual serd apenas enunciado.

Teorema 4.1 (Teorema de Clairaut) Seja f(x,y) definida numa bola aberta
B(xo,Yo;7). Se as fungdes fy, e f,x forem ambas continuas em B(x,,Yo; ),
entao,

fxy(xo/%) = fyX(x0/y0)~

Exercicio 4.6 E possivel existir uma fungdo f, tal que fx(x,y) = x +3y e f,(x,y) = 5x — y e cujas

derivadas de segunda ordem sejam continuas?

Exercicio 4.7 A hipétese de continuidade de fyy e fyx € essencial no Teorema de Clairaut. De fato,

seja
2_,2
f(x,y) = xy;Egieriy)/ se (x,y) L (0[ 0)
0, se (x,y) — (0,0)

(a) Calcule fy e f; em todos os pontos.
(b) Mostre que fy,(0,0) = —1e f;x(0,0) = 1.
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Exercicio 4.8 Dizemos que uma fungdo f(x,y) é harménica se

fxx +fyy:0

em todo o seu dominio. Mostre que as fun¢des abaixo sdo harmdnicas.

a) f(x,y) = In/x2 + 2

b) f(x,y) = arctg (%)

¢) f(x,y) = cos x senhy + senx coshy

d) f(x,y) =e *cosy+e ¥ cosx.

Exercicio 4.9 Se w = cos(x — y) + In(x + y), mostre que

Wyx — wyy S O.

Exercicio 4.10 Dizemos que u(x, t) satisfaz a equagio da onda se

2
Ut = C Uxy,

onde c é uma constante positiva. Mostre que as fun¢des abaixo satisfazem a equacdo da onda.

(a) u(x,t) = sen(ckt) sen(kx), onde k é uma constante.

(b) u(x,t) = (x — ct)* + cos(x + ct).
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4.5 DERIVADAS PARCIAIS DE FUNCOES MAIS DE DUAS VARIAVEIS

A seguir estenderemos o conceito de derivadas parciais para fun¢des de
trés varidveis. A extensdo deste conceito para fun¢des de mais de trés
varidveis é imediata.

Definicdo 4.2 (Derivadas parciais para fungdes de trés varidveis) Seja f
definida numa vizinhanga do ponto (x,, Yo, 2,), se o limite

lim f(x' yU’ZU) — f(xm Yo, Zo)

X—Xo X — Xo
existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relacdo x no ponto
(X0, Yo, 20), 0 qual denotaremos por fx(x,, Yo, 20) OU %(xo,yolzo)'

Se o limite
lim f(xmy/ Zo) - f(xmyo/ Zo)
Y—=Yo Y—1Yo

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relacdo y no ponto

(x0,Y0,20), 0 qual denotaremos por fy(xo,yo,zo) ou % (X0, Yo,20)-
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Finalmente, se o limite

f(%o0,Y0,2) = f(Xo0,Y0,20)

lim

z—2Zo Z— Zy

existir, ele serd chamado de derivada parcial de f em relacdo a z no ponto

(X0, Yo, 20), 0 qual denotaremos por f-(X,, Yo, 20) OU %(xo,yo,zo).

Para uma fungédo de trés varidveis, valem as mesmas observagoes que fo-
ram feitas para fun¢ées de duas varidveis: ao tomarmos a derivada parcial
em relacdo a uma das variaveis, as outras duas varidveis sdo tratadas como
constantes e tudo se passa como se estivéssemos calculando a derivada de

uma funcédo de apenas uma variavel.

Exemplo 4.7 Seja f(x,y,z) = x?yz — cos(xyz?). Calcule f, fy e f..

Solucio

fx =
fy =
f =

2xyz + yz* sen(xyz?),
X’z + xz* sen(xyz?),

x2y + 2xyz sen(xyz?).

Exercicio 4.11 Calcule fy, f, e f,, onde f(x,y,z) é dada abaixo.

a) f(x,y,z) = (x® —y2 +22)°

o f(xy,z) = (x> —y* +2)°

e f(xyz) =%

g) f(x,y,2) = x°2 — 2xy? — 3xyz + 4y
i) f(x,y,2) = (x2+ xy +2°)°

K) f(x,1,2) = sen(xyz)

m) f(x,y,2) = £55

0) f(x,y,z) = f505x72y2+z cos t dt

b) f(x,y,z) = xze + ysen(z2)
d) f(x,y,z) = xe¥* + y senx

f f(xy,2) = &5

h) f(x,y,2) = (¥* +2°)(x —y)
) fxyz)=¥-2

1) f(x,,z) = arcsen (xyz)

n) f(x,y,2) = x¥*

p) f(x,y,z) = In(xy tgz).
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AULA K

Diferenciabilidade de funcoes
de varias variveis

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender o significado de diferenciabilidade para uma funcao de duas ou mais varidveis, bem como as
consequéncias da diferenciabilidade.

2. Calcular o plano tangente a uma superficie que é o grafico de uma fungao de duas variaveis.

3. Calcular a diferencial de uma fun¢do, bem como aproximar a variagao de uma funcao pela sua diferencial.

5.1 REVISAO DO CONCEITO DE DIFERENCIABILIDADE
PARA FUNCAO DE UMA VARIAVEL

Antes de introduzirmos o conceito de diferenciabilidade para fungdes de
duas ou mais varidveis, vamos rever quais as consequéncias de diferen-
ciabilidade para uma fun¢do de uma varidvel. Dizemos que y = f(x),
definida num intervalo aberto contendo x, é diferencidvel em x,, se o

limite
lim f(xo + Ax) — f(x)
Ax—0 Ax

existir, neste caso, o denotamos por f'(x,). Portanto, se f for diferenciavel

em X,, temos
. f(xo 4+ Ax) — f(x,) ,
jim, (B - ) o

Portanto, se denotarmos a quantidade

f(xo 4+ Ax) — f(x0) ,
Ax = f'(%)

por €(Ax), entdo e(Ax) tende a zero quando Ax tende a zero. Ou seja, f é
diferencidvel em x, se, e somente se, pudermos escrever

f(xo+Ax) = f(xo) + f(x0)Ax + € Ax. (5.1)

Exemplo 5.1 Seja f(x) = x> — x, encontre a funcdo €(Ax) que aparece em
(5.1).



CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS

Solucao.

flxo+Ax) = (x0+Ax)? = (x, + Ax)
= ¥ —x, + (2%, — 1)Ax + (Ax)(Ax)
f(x0) + f'(x0)Ax + € Ax,
onde € = Ax.

Uma consequéncia da diferenciabilidade de uma func¢do de uma variavel
é a continuidade, ou seja, se y = f(x) for derivavel em x,, entdo, de (5.1),
temos

Aljglof(xo +Ax) = Alifgo(f(xo) + f/(x0) Ax + eAx) = f(xo),

0 que mostra que f é continua em x,.

5.2 DIFERENCIABILIADADE PARA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

Conforme haviamos observado, a diferenciabilidade de uma funcdo de
uma variavel implica continuidade da mesma. Por outro lado, a existéncia
das derivadas parciais fx(Xo,Yo) € fy(%Xo, o) ndo implica em continuidade
de f(x,y) no ponto (x,,,), como mostra o seguinte exemplo. Seja

Xy
f(x,y) _ x2+y2/ se (x’y) # (0’0>

0, se(x,y) #(0,0).
Vimos no Exemplo 3.9 que lim, ), (,0) f(*, ¥) ndo existe, logo, f(x,y) nao
pode ser continua em (0,0). Por outro lado, no Exemplo 4.4, vimos que
fx(0,0) = 0 = £,(0,0). Por isso, para funcdes de duas variaveis, se quiser-
mos definir a diferenciabilidade de modo que ela implique continuidade,
devemos exigir mais do que existéncia das suas derivadas parciais de pri-
meira ordem.

Defini¢do 5.1 (Diferenciabilidade para fun¢do de duas varidveis) Seja
z = f(x,y), tal que suas derivadas parciais fy(xo, o) € fy(Xo, Vo) existam.
Dizemos que f é diferencidvel em (x,,1,), se

f(xo+Bx,y0+8y) = f(xo0,Y0) + fr(Xo,Yo) Bx + fy(Xo0,¥o) Ay
+€1 Ax + e Ay, (5.2)

onde €7 e €; sdo fungdes de Ax e Ay, as quais tendem a zero quando Ax e
Ay tendem a zero.

Da definic¢do acima, se f(x,y) for diferencidvel em (x,,y,), entdo ela serd
continua neste ponto. Portanto, se uma fungdo nio for continua num ponto
ela ndo pode ser diferencidvel no mesmo.

Exemplo 5.2 Encontre expressoes para €7 e €, dados em (5.2), onde f(x,y) =
3x? — xy.
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Soluc¢ao Note que
Az = f(xo+Ax, Y0+ Ay) — f(x0, o)

(3(x0 + Ax)* = (%0 + Ax) (yo + Ay)) — (3x5 — Xoyo)
= (6%, — Yo)Ax — x,Ay + 3(Ax)? — AxAx,

portanto, as fung¢des €1 e €2 ndo sdo tinicas, pois se escrevermos

Az = (6X0 — Yo)Ax + (—x,)Ay + (3BAx)Ax + (—Ax)Ay,
teremos €; = 3Ax e ;0 = —Ax. Por outro lado, se escrevermos
Az = (6X0 —Yo)Ax + (—x,)Ay + (3Ax — Ay)Ax + (0)Ay,

teremos €1 = 3Ax — Ay e ey = 0.
O

A Definicao 5.1 ndo parece ser muito pratica e o leitor pode fazer a seguinte
pergunta: existe algum critério simples para decidirmos se uma fungdo
f(x,y) é diferenciavel num ponto (x,,1,)? A resposta a esta pergunta é
dada pelo teorema seguinte, o qual é uma consequéncia do Teorema do
Valor Médio para fun¢do de uma varidvel.

Teorema 5.1 Se fy e f existirem numa vizinhanga de (xo,Y,) e forem continuas
neste ponto, entio f(x,y) serd diferencidvel em (x,,Y,).

Uma consequéncia do Teorema 5.1 é que se as derivadas fy e f, forem
continuas numa vizinhanca de um ponto, entdo f tem que ser continua na
mesma, visto que diferenciabilidade implica continuidade.

Exemplo 5.3 Mostre que f(x,y) = e* cos(xy) é diferencidvel em (0,0).

Solucao Note que

fx = e*(cos(xy) —ysen(xy)) e f, = —xe*sen(xy),

as quais sdo continuas para todo (x,y), portanto, pelo Teorema 5.1, f(x,y)
é diferencidvel em todo o plano.
O

5.3 O PLANO TANGENTE E A RETA NORMAL A SUPERFICIE
QUE E O GRAFICO DE z =/ (x,y)

Seja S a superficie correspondente ao grafico de z = f(x,y) e suponha que
fx e fy sejam continuas. Seja P = (Xo, Yo, f(X0,Y0)), um ponto sobre esta
superficie, C; e C; as curvas obtidas através das interse¢des de S com os
planos y = y, e x = x,, respectivamente. Sejam T; e T, as retas tangentes
as curvas C; e Cp no ponto (xo, Yo, f(X0,Y0)). (veja a Figura 4.1). Vimos
na segao 4.3 que os seus coeficientes angulares sao fy(xo,Yo) € fy(Xo,Yo),
respectivamente. Portanto, no plano y = y,, a reta T; é o grafico de

z = f(%0,Y0) + fx (%0, Y0) (x — X0),

0 que no espago é o conjunto de pontos da forma

(%, Yo, f (X0, Yo) + fx(Xo,Yo) (X — X0)),
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onde x € R. Fazendo x = x, e x = x, + Ax, encontramos dois pon-

tos de Ty, digamos P = (Xo, Yo, f(Xo,¥0)) € Q = (X0 + AX, Yo, f (X0, Yo) +
fx(Xo0,Y0)Ax). A reta Ty é paralela ao vetor

@ = O? - (ﬁ = Ax (1,0, fx(x0,Y0)),

portanto esta reta é paralela ao vetor

(110/fx<x0/yo)) = ‘71.

De maneira andloga, os pontos sobre T sdo da forma

(%0, Y, f(Xo,Yo) + fy(X0,Y0) (Y — Yo)),

onde y € R. Fazendoy = y, ey = y, + Ay, temos os pontos M =

(%0, Yo, f(X0,Y0)) € N = (X0, Y0 + AY, f(Xo0,Y0) + fy(Xo,Y0)Ay) da reta Tp.
— s
A reta T é paralela ao vetor MN = OM — ON = Ay (0,1, fy(xo,Y0)), por-

tanto, ela é paralela ao vetor
(O/ 1/fy(x0/ ]/0)) = ‘72

Definimos o plano tangente a S no ponto (X, Yo, f(Xo,Y0)), 0 qual deno-
taremos por 77, como o plano que passa por (X, Yo, f (%o, o)) € contém as
retas T; e T. Como as retas T e T, sdo paralelas aos vetores ‘71 e Vs,
respectivamente, entdo o vetor

N=VixV,= (—fx(x0,¥0), = fy(Xo0, ¥0), 1), (5.3)

sera perpendicular a Tj e T e, portanto, normal ao plano 7. O vetor N
acima é chamado de vetor normal a S em (%o, Yo, f(%o,Y,)). Portanto, o
plano 7t é o conjunto dos pontos (x,y,z) que satisfazem a equacdo (veja
Secdo 1.2), .

(X = X0,y = Yo, 2= f(Xo,%0)) - N =0,
o que é equivalente a

z = f(x0,%0) + fx(Xo,Y0) (X — X0) + fy(x0, Y0 ) (¥ — Yo)- (5.4)

Defini¢do 5.2 A reta normal a superficie S no ponto (xo, Yo, f (X0, ¥0)) €é a
reta que passa por este ponto e é paralela ao vetor normal N, dado pela

equagdo (5.3); portanto,
x=Xo— fx(Xo,Yo)t, Y =Yo— fy(Xo,yo)t e z= f(xo,Y0)+t,

onde t € IR, sdo equagdes paramétricas da mesma.

Exemplo 5.4 Determine as equag¢des do plano tangente e da reta normal
ao paraboloide eliptico
z=2x>+ yz,
no ponto (1,1,3).
Solugio Note que fy(x,y) = 4x e fy(x,y) = 2y, em particular,

fx(1,1,3) = 4e f,(1,1,3) = 2, logo, a equagao do plano tangente ao para-
boloide no ponto (1,1,3) éz =3 +4(x —1) +2(y — 1), ou seja,

4x +2y —z = 3.
Por outro lado,
x=1-4t y=1-2t z=3+t,

t real, sdo equagdes paramétricas da reta normal.
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Exercicio 5.1 Determine as equagdes do plano tangente e da reta normal & superficie que é o
grafico de z = f(x,y) no ponto P especificado. Por que o ponto P dado pertence a superficie?
Justifique.

a) f(x,y) = 4x3y? +2y e P(1,-2,12)
b) f(x,y) = 4x* —y> e P(5,—8,36)
Q) f(x,y) =In\/x2+y2e P(—1,0,0)
d) f(x,y) = 35 e P(3,1,7)

e) f(x,y) =xe¥VeP(1,0,1).

A equacdo (5.4) define uma fungdo de duas variaveis

z=1(x,y) = f(xo0,Y0) + fx(Xo,Yo)(x — Xo) + fy(X0,Y0) (¥ — Yo),  (5.5)

cujo grafico é o plano tangente ao grafico de z = f(x,y) no ponto
(%0, Yo, f (X0, Yo))-
Em particular, para pontos (x,y) da forma (x, + Ax, y, + Ay), teremos

z=1(xo + Ax,yo + Ay) = f(x0,Yo0) + fx (X0, Yo)Ax + fy(Xo,Yo) Ay.
Portanto, desta relagdo e de (5.2), se f for diferencidvel em (x,, o), temos
fxo+Ax,yo + Ay) = 1(xo + Ax, yo + Ay) + €1 Ax + €3 Ay,

portanto, para Ax e Ay pequenos, ou seja, para (x,y) proximos de (xo, o),
os pontos do gréfico de f(x,y) podem ser aproximados pelos correspon-
dentes pontos do gréfico de I(x, y). O erro que cometemos ao fazermos tal
aproximacdo é dado por €;Ax + exAy.

A fung¢do z = I(x, y) é chamada de aproximacdo linear de f em (x,, o).

Da discussdo acima, concluimos que o plano tangente ao grafico de uma
fungao diferencidvel de duas varidveis é o andlogo da reta tangente ao gra-
fico de uma fungao diferencidvel de uma varidvel: ambos nos permitem
aproximar localmente a funcéo por algo linear.

Exemplo 5.5 Seja f(x,y) = e* cos(xy), encontre a aproximagao linear de f
no ponto (0,0).

Soluc¢ao Vimos no Exemplo 5.3 que

fx =e"(cos(xy) —ysen(xy)) e f, = —xe'sen(xy),
logo, f+(0,0) = 1e f,(0,0) = 0, portanto, a aproximagéo linear de f em
(0,0) &
I(x,y) = f(0,0) + fx(0,0)x + f,(0,0)y = 1+ x.
Ou seja, para (x,y) proximos de (0,0), o valor de f(x,y) é aproximada-

mente 1 + x.
O
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5.4 INCREMENTOS E DIFERENCIAIS

Denotaremos por dz (ou df) a variacdo de z ou de f, ao longo do plano
tangente ao grafico de z = f(x,y) no ponto (x,, Yo, f(X0,Y0)), quando pas-
samos de (x,,Y,) para (x, + dx,y, + dy), onde dx e dy sdo as diferenciais
de x e y, respectivamente. Ou seja,

dz = 1(xo +dx,yo + dy) — f(xo, Yo),

entdo, de (5.5), temos

dz = fx(xo,Yo)dx + fy(xo,Yo)dy,

que é chamada de diferencial de f no ponto (x,, o).
Exemplo 5.6 Sejaz = f(x,y) = 5y> — xy + cos(xy), calcule dz.

Solugdo Vimos que

dz = fx(x,y)dx + fy(x,y)dy,

por outro lado, fx(x,y) = —y —ysen(xy) e f,(x,y) = 10y — x — xsen(xy).
Portanto,

dz = —y(1+ sen(xy))dx + (10y — x — x sen(xy))dy.

Exercicio 5.2 Calcule dz, onde z = f(x,y) é dada abaixo.
a) f(x,y) = x° — x%y + 3y

b) f(x,y) = 5x% + 4y — 3xy°

0) f(x,y) = x2seny + 2y3/2

d) f(x,y) = ye > — 3x*

e) f(x,y) = x%e¥ +1/y?

f) f(x,y) = In(x? +y?) + xarctany.

Note que, em virtude de (5.2), se uma funcéo f(x,y) for diferencidvel, en-
tdo a sua variagdo Az, quando passamos de (x,y) para (x + dx,y + dy),
satisfaz

Az = f(x+dx,y+dy)— f(x,y)
fx(x,y)dx + fy(x,y)dy + e1dx + exdy
dz 4 e1dx + exdy,

onde €7 e €; tendem a zero quando dx e dy tendem a zero. Isto nos permite
aproximar o incremento Az pela diferencial dz, pois esta é mais simples de
ser calculada.

Exemplo 5.7 Seja z = f(x,y) = 3x> — xy. Calcule Az e dz quando (x,y)
varia de (1,2) para (1,01;1,98).
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Solucdo No Exemplo 5.2 vimos que
Az = (6x — y)Ax — xAy + 3(Ax)? — AxAy.
Fazendox =1,y =2, Ax = 0,01 e Ay = —0, 02, encontramos,
Az = 0,0605.

Por outro lado, como fy = 6x —y e f, = —x, segue-se que

dz = fr(x,y)dx + fy(x,y)dy = (6x —y)dx — xdy,
fazendox =1,y =2, Ax = 0,01 e Ay = —0.02, obtemos

dz = (6 —2)(0,001) + (—1)(—0,002) = 0, 060.

Logo, o erro que cometeriamos ao usar dz como aproximagdo de Az seria

de apenas 0, 0005.
O

Exemplo 5.8 O raio e a altura de um cilindro reto sdo 8 cm e 20 cm, res-
pectivamente, com erro possivel de £0,01 cm. Use diferenciais para apro-
ximar o erro maximo no célculo do volume do cilindro.

Solucio O volume do cilindro circular reto é V(r,h) = 7tr*h, onde r e h
sdo vistos como valores medidos, com erros maximos de medida dr e dh,
respectivamente. Portanto,

AV = dV = V,dr + Vj,dh = 2rtrhdr + ror?dh.

Fazendor = 8, h = 20 e dr = dh = £0,01, obtemos o seguinte erro
maximo:

dV = 271(8)(20)(0,01) 4 (64)(0,01) 7 = 3,847 ~ 12,06 cii®.

Exercicio 5.3 A resisténcia total de dois resistores R e Ry, ligados em paralelo, é dada por

1 1 1

Se as medidas de R; e Ry, sdo 100 e 200 ohms, respectivamente, com erro maximo de £1% em
cada medida, encontre uma aproximacao do erro maximo no valor calculado de R.

5.5 DIFERENCIABILIADADE PARA FUNCAO
DE MAIS DE DUAS VARIAVEIS

A seguir daremos a definicdo para diferenciabilidade para uma funcéo de
trés varidveis. A extensdo deste conceito para fun¢des de mais de trés
varidveis é imediata.
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Definicdo 5.3 (Diferenciabilidade para funcdo de trés wvaridveis)
Seja w = f(x,y,z), tal que suas derivadas parciais fx(Xo,Yo,%0), fy(Xo,Yo,%0) €
fz(%0, Yo, 20) existam. Dizemos que f é diferencidvel em (x,,Y,,z0), se

Sy + A%,y + Ay, 2y + Az) = f(X0, V05 20) + Jx (X05 Y95 20)AX + i (X5 Y520) Ay
+ 12 (X5 Y00 20)AZ + £, Ax + £,Ay + &,Az, (5.6)

onde €1, € e €3 sio fungdes de Ax, Ay e Az, as quais tendem a zero quando Ax,
Ay e Az tenderem simultaneamente a zero.

Como no caso de duas varidveis, para fun¢des de trés varidveis a diferen-
ciabilidade implica continuidade.

Mostra-se que se fy, f, e f; existirem numa vizinhanga de (X0, Yo, 20)
e forem continuas neste ponto, entdo f(x,y,z) sera diferencidvel em
(X0, Y0,20). Este resultado é o andlogo ao Teorema 5.1. Deste resultado,
segue-se que se as derivadas fy, f, e f. forem continuas numa vizinhanca
de um ponto, entdo f tem que ser continua na mesma, visto que diferenci-
abilidade implica continuidade.

De (5.6), se uma fungédo f(x,y,z) for diferencidvel num ponto (x,, Yo, zo),
entdo os seus valores nas proximidades deste ponto, ou seja, em pontos da
forma

(x0 + Ax, yo + Ay, zo + Az),

onde Ax, Ay e Az sdo pequenos, podem ser aproximados por
f(xo/ Yo, Zo) + fx (xo/ Yo, Zo)Ax + fy (xo/ Yo, Zo)Ay + fz (xo/ Yo, ZD)AZ/

que é chamada de aproximacio linear de f, no ponto (xo, Yo, Zo)-

A diferencial de f no ponto (x,y,z) é definida como

df (x,y,2) = fx(x,y,2)dx + fy(x,y,2)dy + f2(x, Y, 2)dz,

e nos permite encontrar valores aproximados para as varia¢des de f, ou

seja,
Af =~ df.

Exercicio 5.4 A resisténcia total de trés resistores R, R, e R3, ligados em paralelo, é dada por

1 1 1 1

Se as medidas de Rj, R e Rz sdo 100, 200 e 300 ohms, respectivamente, com erro maximo de £1%
em cada medida, encontre uma aproximacdo do erro maximo no valor calculado de R.

Exercicio 5.5 Calcule as diferenciais das seguintes fungoes.

a) f(x,y,z) = x3yz — 3yz?

b) f(x,y,z) = cos(x* +y + z)
O flx,y,2) = F£

d) f(xy.2) = (x+y+2)°.
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A Regra da Cadeia
e a derivada direcional

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Calcular derivadas de fungdes compostas, a partir a Regra da Cadeia.

2. Calcular o gradiente de uma funcao, saber qual é o seu significado geométrico
e como ele estd relacionado com as curvas de nivel de uma funcao de duas
varidveis.

Compreender a definicao de derivada direcional, bem como calcula-la.
Calcular derivadas parciais implicitamente.

5. Encontrar a equacdo do plano tangente a superficie dada por f (x,y,z) = 0.

= W

6.1 A REGRA DA CADEIA

6.1.1 Revisdo da Regra da Cadeia para funcdes de uma variavel

Antes de vermos a Regra da Cadeia para o caso de fungdes de duas
varidveis, vamos recordé-la para o caso de uma funcdo de apenas uma
varidvel. Sejam y = f(x) e x = g(t), fungdes diferencidveis, entdo, a com-
posta de f com g é a fungdo na varidvel ¢, dada por y = f(g(t)). Veremos
como calcular a derivada desta fung¢do em relacéo a t.

Seja t fixado. Quando passamos de t para t + At, a varidvel x sofre uma
variagdo de
Ax = g(t+ At) —g(t),

enquanto que y varia de
Ay =y(t+At) —y(t) = f(g(t+ At)) — f(g(t)) = f(g(t) + Ax) — f(g(t)),
como f é diferenciavel, de (5.1), temos
f(g(t) +8x) = f(g(t)) + f/(8(t))Ax + e(Ax),
portanto, temos
Ay = f'(g(t)) Ax +€ Ax, 6.1)

onde € tende a zero quando Ax tende a zero. Como g(t) é continua, pois é
diferenciavel, quando At tende a zero, Ax também tende a zero, portanto,
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€ tende a zero quando At tende a zero. Além disso, como g é diferencidvel,
entao,

lim g = lim g_(t—i—At) —3(t)

o
At—0 Af T A0 At =g(). 6.2)

Dividindo a equagéo (6.1) por At, tomando o limite quando At tende a zero
e usando (6.2), temos

dy Ay Ax Ax)

Y~ pm Bl (£ 5 5 ) = OO0 0

= flg®)g'®), 63)
que é chamada de Regra da Cadeia.

Em (6.3), f'(g(t)) é obtida tomando-se a derivada de f(x) em relagdo a x, a
qual é uma fungdo de x, substituindo-se na mesma o x por g(t). E comum
reescrevermos a equacao (6.3) da seguinte forma

dy _ dy dx

dt ~ dx dt’

onde fica implicito que % é obtida derivando-se f em relagdo a x e na
expressdo resultante, a qual é uma fungdo de x, substituimos x por g(f).

. o ) d
Exemplo 6.1 Seja y = ¢*, onde x = t* + t. Calcule d—]{.

Solucdo Da Regra da Cadeia, temos

d dy dx 2
W _ (@)=t )

Portanto, temos 4 e = (2t 4 1)t H.

d
Nas aplicacdes em que temos que derivar uma fun¢do complicada de f,
procuramos vé-la como uma composta de duas (ou mais) fun¢des e usamos
a Regra da Cadeia para calcularmos a derivada da fun¢do composta.

6.1.2 A Regra da Cadeia para funcdes de duas variaveis

6.1.3 O caso em que z =f'(x,y), com x=g (¢) e y=h({)

A seguir veremos como calcular a derivada em relagdo a t da composta
z = f(x,y), onde x = g(t) e y = h(t), assumindo que f, ¢ e h sejam
fungdes diferencidveis.

Seja z(t) = f(g(t), h(t)) e fixemos o valor de t. Quando passamos de ¢ para
t 4+ At, as varidveis x e y sofrem as seguintes variagdes:

Ax = g(t+ At) — g(t)

Ay = h(t+ At) —h(t),
respectivamente. Por outro lado, a varidvel z sofre uma variagdo de

Az =z(t+At) —z(t) = f(g(t+At), h(t+ At)) — f(g(t),h(t))
= f(g(t) +Ax,h(t) + Ay) — f(g(t), h(t)).
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Como f é diferencidvel, da relagdo acima e de (5.2), temos

Az = fr(g(t),h(t)) Ax+ fy(g(t),h(t)) Ay +e1 Ax+ex Ay, (6.4)

onde €1 e €; tendem a zero quando ambos Ax e Ay tendem a zero. Como g
e h sdo diferencidveis, elas sdo continuas, portanto, Ax e Ay tendem a zero
quando At tende a zero, portanto, €; e €; tendem a zero quando At tende a
zero. Além disso, como g e & sdo diferenciaveis, entdo,

Ay

!/
A0 A = k(). (6.5

lim — = ¢/(t
a0 Af 8 ®)
Portanto, dividindo (6.4) por At, tomando o limite quanto At tende a zero,
usando (6.5) e lembrando que €7 e €; tendem a zero quando Af tende a
zero, temos

dz
dt T a0 At
= lim (fx(g(t)/h(t))i}tc + fy(g(t), h(t ))% +€17 ‘e i}:)

= fulg(t),h(t)) 8'(t) + fy (g(t), h(£)) B () +&'(£) - O+ H'(£) - O
= fulg(t) (1)) §'(t) + fy(g(), k(1)) M (1),

onde fy(g(t), h(t)) acima é obtida tomando-se a derivada parcial de f(x,y)
em relagdo a x, a qual é uma fungéo das variaveis x e i e substituimos estas
por g(t) e h(t), respectivamente. De maneira analoga, f,(g(t),h(t)) é ob-
tida tomando-se a derivada parcial de f(x,y) em relagdo a y, a qual é uma
fun¢do das varidveis x e y e substituimos estas por g(t) e h(t), respectiva-
mente. Com isso provamos o teorema a seguir.

Teorema 6.1 Seja z = f(x,y), com x = g(t) ey = h(t), onde f, g e h sio
funcdes diferencidveis. Entdo, temos

dz_ dzdr 9z dy
dt  oxdt 9y dt
Jz , 0z

No teorema acima, §: e gy 880 obtidos derivando-se f(x,y) parcialmente

em relacdo a x e a y, respectivamente. Nas fun¢des obtidas, substituimos x
e y por g(t) e h(t), respectivamente.

oy — 2 — 342 — 2 d
Exemplo 6.2 Seja z = x” + xy, com x = 3t* + 1 ey = 2t — t*. Calcule %

Solug¢do Do Teorema 6.1, temos

dz _ dzdx  dzdy
dt ox dt  dy dt
= (2x+y)(6t) + (x)(2 —2t)
= (2(3t2 +1)+ (2t — t2)) (6t) + (32 +1)(2—2t)
(612 +2 +2t — 12)(6t) + (3t +1)(2 — 2t)
2+ 10t + 18> + 2413,

O
Observe que poderfamos substituir x e y pelas fun¢des acima obtendo

z= (3 +1)2+ (32 +1)(2t — 1?),
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que é uma funcdo em ¢. Utilizando a Regra da Cadeia para fun¢des de uma
variavel, teriamos

d

d% =2(3t2+1).(6t) + (6t) (2t — £2) + (3t2 +1) (2 — 2t) = 2+ 10t + 181> - 241>,
No entanto, nem sempre tal procedimento é possivel ou desejavel, razdo
pela qual necessitamos do resultado estabelecido no Teorema 6.1.

Exemplo 6.3 Um circuito elétrico consiste de um resistor R e de uma forca
eletromotriz V. Num dado instante, V = 80 volts e aumenta a uma taxa
de 5 volts/min, enquanto que R = 40 ohms e decresce a uma taxa de 2
ohms/min. Da Lei de Ohm, sabe-se que a corrente é dada por I = V/R.

dl
Calcule T

Solugdo Neste caso, I = V/R, onde I = I(t) e R = R(t). Da Regra da
Cadeia dada no Teorema 6.1, temos

e atav ol
dt dV dt  dR dt
B v > dR
= (1/R)E+(_V/R)E

= (1/40)(5) + (—80/1600)(—2) = 9/40 = 0,225(amp/min).

O
Exercicio 6.1 Calcule %, ondez = f(x,y), com x = g(t) ey = h(t).
a)z =xIn(x+2y), x =sent ey = cost
bz=x—y%,x=rrey=:4
Qz=ye"tV, x =tey = cost
dz=22y+xyt,x=1-tPey=2+1
(e)z=xy+x% x=ccostey=et.
Podemos calcular derivadas de ordem superior de z = f(x,y), onde
x = x(t) ey = y(t). Por exemplo
fz _ d (ke
a2 dt \ dt
A (odr azdy
- dt \ox dt oy dt
d (0z\ dx 0z d’x d (9z\ dy 0z d%y
= @ <8x> at T ox dt2+dt(8y> at Tay ars 9
Aplicamos o Teorema 6.1 no calculos das derivadas % (g—i) e % (g—;) , isto
é, olhamos para g—f{ e g—; como fungdes de x e y, onde estas sdo fungdes de
t. Ou seja,
d [ oz 0’z dx 9%z dy
at (E)x) Px dt " ayox dt 6.7)
e
2 2
4o\ _ Pz odx Pzdy .
dt \ oy dyox dt = 9%y dt
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Portanto, de (6.6), (6.7) e (6.8), temos

P P b\ Pxoaydx 0 Padxay P (dy
aZ = x \dr) Tayax dr ar Tox d T ayax dr dt a7y \dt
9z d*y
+ @W'

O anélogo do Teorema 6.1 para uma fungéo de trés varidveis é dado abaixo.

Teorema 6.2 Seja w = f(x,y,z) uma funcdo diferencidvel de x, y e z, onde
x = x(t),y = y(t) e z = z(t) sdo fungdes diferencidveis de t. Entdo, a
composta w = f(x(t),y(t),z(t)) é uma funcdo diferencidvel de t e

do _ dwdx dudy  dwdz
dt  ox dt 9dy dt 09z dt’

Definigdo 6.1 Dada uma fungéo f(x,y), cujas as derivadas parciais fy e f,
existam, definimos o gradiente de f no ponto (x, ), o qual denotamos por

Vf(x,y), como
Vi) = fx(oy) i+ fy (o y) T
Exemplo 6.4 Seja f(x,y) = xy?, entdo
Vf(xy) =y T+ 2xy].

O conceito de gradiente se generaliza de maneira natural para fung¢des de
mais de duas varidveis. Em particular, para uma funcéo f(x,y,z), onde as
derivadas parciais fx, f, e f. existam, define-se o seu gradiente no ponto
(x,y,z) como

Vi y2) = folx,y,2) T+ fy(x,y,2) T+ fa(x,y,2) K.
Exemplo 6.5 Seja f(x,y,z) = x*yz, entdo,
Vf(x,y,z) = 2xyzT+ x*27+ 2%y k.

A interpreta¢do geométrica do gradiente serd dada na Segao 6.5.

A seguir, dada uma funcdo f(x,y), vamos calcular os seus valores ao longo
do segmento de reta ligando (x,y) a (%o, Yo).

Exemplo 6.6 Seja f diferencidvel numa vizinhanga de (x,,,), entdo para
(x,y) fixo, defina

w(t) = f(txo + (1= t)x, tyo + (1 — t)y),
onde 0 < t < 1. Mostre que

w'(t) = (x0—x)fe(txo + (1= t)x,tyo + (1 —t)y)
+ (Yo —y) fy(txo + (1 = t)x, tyo + (1 — t)y). (6.9)

Em particular,

w'(1) = Vf(x0,0) - (x = %o, ¥ — Yo)- (6.10)

;
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Solugdo Sejam g(t) = tx, + (1 —t)x e h(t) = ty, + (1 — t)y, entdo podemos

ver w(t) como a seguinte composta: w(t) = f(x,y), onde x = g(t) ey =

h(t). Portanto, da Regra da Cadeia, Teorema 6.1, temos,

w'(t) = feltxo+ (1 —t)x,tyo + (1= 1)y)(x — xo) + fy(txo + (1 — ¢
+ (A=y) (Yo —y),

)x, ty,

com isso terminamos o exemplo.

6.1.4 O caso em que z=f(u,v), onde u=g(x,y) e v=h(x,)

A seguir veremos como calcular as derivadas parciais com relagio a x e y

da fun¢do z = f(u,v), com u = g(x,y) e v = h(x,y), onde assumiremos

que f, g e h sdo fungdes diferencidveis. Ou seja, calcularemos gz e g ) onde

z(x,y) = f(g(x,y), h(x,y)).

Seja (x,y) fixado. Quando passamos de x para x + Ax e mantemos y fixo,
as varidveis u e v sofrem as seguintes variagdes:

Au=g(x+Ax,y) —g(xy)

Av = h(x+ Ax,y) —
Por outro lado, a variavel z sofre a variagao
z(x + Ax,y) — z(x,y) f(g(x+ Ax,y),h(x + Ax,y))
= f(glx,y) +Au,h(x,y) + Av)
Como f é diferencidvel, da relagdo acima e de (5.2), temos

z(x+Ax,y) —z(xy) = fulg(x,y) h(xy)) du+ fo(g(x,y),
+e€1 Au+ey Av

h(x,y).

— f(g(x,y),h(x,y))

h(x,y)) Av
6.11)

onde €7 e €3 sdo fungdes de Au e Av, as quais tendem a zero quando ambos
Au e Av tendem a zero. Como g e h sdo continuas, pois sdo diferenciaveis,
segue-se que Au e Av tendem a zero quando Ax tende a zero. Portanto,
€1 e €; tendem a zero quando Ax tende a zero. Além disso, sendo g e h
diferenciaveis, as suas derivadas parciais em relagdo a x existem. Logo,

lim %: lim g(x+Ax’y>_g(x/y>

Ax—0 AX  Ax—0 Ax = 8x(xy) (6.12)
e
Av . h(x+Ax,y)—h(xy)
A A T A, Ax = hx(xy). (6.13)

Portanto, dividindo a equacédo (6.11) por Ax, tomando-se o limite quando
Ax tende a zero e usando (6.12) e (6.13), temos

92z lim z(x + Ax,y) — z(x,y)
dx Ax—0 Ax
= Jim (gl b)) 52+ folgoy) ) Fo 55 e
= fu(u(x,y),v(x,y))gx(x/y)+fv(g(x,y), (x,y)) he(x,y)
+8x(%,y) - 0+ hx(x,y) - 0
= fulu(x,y),v(x,y)) 8x(x,y) + fo(8(x,y), h(x,y)) hx(x,y).

— f(g(x,y), h(x,y)).

g
Ax

)
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De maneira andloga, considerando a variacdo de z quando passamos de
(x,y) para (x,y + Ay) e tendo em vista que as fungdes como f, ¢ e h sdo
diferencidveis, mostra-se que

0z _z(xy+ Ay) —z(x,y)

@ - Al;r—r:o Ay

= fulu(x,y),0(x,y)) gy + fo(8(x,y), h(x,y)) hy.

Com isso provamos o teorema abaixo.

Teorema 6.3 Seja z = f(u,v), com u = g(x,y) ev = h(x,y). Se f,geh
forem diferenciaveis, entao

dz 0z du 0z Jv

x  ouox  ovox
e

dz 0z du 0z dv

dy  oudy dvoy

No teorema acima, fica implicito que (’% é obtida tomando-se a derivada
parcial de f(u,v) em relagdo a u, a qual é uma fungdo das variaveis u e v,

na qual substituimos u e v pelas fungdes, g(x,y) e h(x,y), respectivamente.

De maneira andloga, fica implicito que g—; é obtida tomando-se a derivada

parcial de f(u,v) em relagdo a v, a qual é uma funcdo das variaveis u e v,
na qual substituimos u e v pelas funcdes g(x,y) e h(x,y), respectivamente.

Exemplo 6.7 Seja z = u +v?cosu, u = x> +y*ev = x—y.
Calcule g—i e g—;.

Solucao

Do Teorema 6.3, temos

= _ kw, xw
ox ou dx  0v 0x

= (1 —? senu) (2x) + (2ucosu)(1)
= 2x (1 — (x —y)?sen(x® + yz)) +2(x —y) cos(x* + 7).

De maneira andloga,
= _ w2
oy Ju dy  0dv dy
= (1 —v? senu) (2y) + (2ucosu)(—1)
= 2 (1 — (x —y)?sen(x? + yz)) —2(x —y) cos(x? + ).
O

Exercicio 6.2 Calcule g—fc e % ondez = f(u,v), comu = g(x,y) e v = h(x,y), sio dadas abaixo.

@/

Az=ul+uw+vt, u=x+yev=x—y
b)z=u/v,u=xeYev =1+ xe Y
C)Z=1uUcosv, Uy =x+yeuv=uxy

d)z=uv+v? u=xcosyev=ycosx.
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Podemos calcular derivadas de ordens superiores de z = f(u,v), onde
u = g(x,y) ev=h(x,y). Por exemplo

e _ o (o
2x  dx \ox
L (a aza
~ 9x \Ju dx  Jv 9ox
o [9z\ ou 9z d*u 9 [/9z\ dv 9z d%v
= Z =)ot ot (=) 2=t og
ox \ou/ ox ou 92x ox \9v/) 9x 9v 9Ix?

; 4 ; 0 (9oz 0 (9z) ;
Aplicamos o Teorema 6.3 no célculos das derivadas 3 (@) e 3¢ (%) , isto

é, olhamos para g—; e g—; como funcgdes de u e v, onde estas sdo fung¢des de x

e dey. Ou seja,
9%z du %z v

9 (9z\ _ 07z du 90
ox \Ju /) 92u dx Jvou Jx

e
o (3 _ =z 9 o
dx \dv/) Qudv dx = 9v? Ox
. 2 : Jd (9 9 (2
De maneira andloga, calculamos as derivadas N (ﬁ) e gy (ﬁ)

Exercicio 6.3 Sejaz = f(x,y), onde x = rcos 6 e y = rsen 6. Mostre que

1 1
Zxx +Zyy == er + riz Z@g + ; Zr.

Teorema 6.4 Sejaz = f(u), onde u = g(x,vy), com f e g diferencidveis. Entdo,

dz
ox

0z
Iy

dz du
du ox

dz du
du dy’

Note que o teorema acima pode ser visto como um caso particular do Teo-

rema 6.3 quando v = 0.

Exercicio 6.4 Mostre que se u(x,t) = f(x —at) + g(x + at), onde f e ¢ tém derivadas de segunda
ordem, entdo u satisfaz a equacdo de onda

2
U = @~ Uxx,

onde a é uma constante.

Exercicio 6.5 Se z = cos(x + y) + cos(x — i), mostre que
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Definicdo 6.2 Dizemos que uma fungdo f de duas varidveis é homogénea
de grau n se f(tx,ty) = t"f(x,y), para todo t, tal que (tx,ty) esteja no
dominio de f. Por exemplo,
flxy) = 2’y +2xy* + 5y

é homogeénea de grau 3.

Exercicio 6.6 Dada uma funcdo f(x, y) homogénea de ordem 1, mostre que

xfe(x,y) + yfy(x,y) = nf(x,y).
Sugestdo: Diferencie a equacdo f(tx,, tyo) = t" f(xo, o) em relagdo a t, depois faga t = 1.

O préximo teorema é uma generalizacdo do Teorema 6.3 para uma fungdo
f de trés variaveis.

Teorema 6.5 Seja w = F(u,v,z), comu = g(x,y), v =h(x,y) ez = f(x,y).
Se F, g, h e f forem diferencidveis, entiio

o oo dwan g

dx  OJu dx dv dx 0z Ox
e

oo v wdn v

dy  OJudy dvady 0z Iy

Exemplo 6.8 Sejaw = F(x,y,z),ondez = f(x,y), com F e f diferencidveis.
Mostre que

we(x,y) = F(xy f(xy) +E(xy f(xy) z«(xy)  (6.14)

wy(y) = Ky floy) +E@xy f(oy) zy(xy). (615

Solugdo Seja (x,y) fixado, seja Az = f(x + Ax,y) — f(x,y), entdo, como F
é diferenciavel, temos

w(x+Ax,y) —w(x,y) = Flx+Axy, f(xy)+A8z) = F(x,y, f(x,y))
= FExy f(xy)dx+E(xy, f(x,y))Az
+e1 Ax+ €y 0+ €3 Az.

Como f é continua, €1, €; e €3 tendem a zero quando Ax. Logo,

. wx+Ax,y) —w(x,
R R

= Ry f(xy) +E(y f(xy)) 2
o que mostra (6.14). De maneira andloga, mostra-se (6.15).
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6.2 DERIVACAO IMPLICITA

Consideremos a superficie esférica
Py =1

Podemos estar interessados, por exemplo, em calcular a equagdo do plano
tangente a esta superficie num ponto (x,,Y,,2,) da mesma. A equagdo
acima define implicitamente z como duas fungdes de (x, y), ou seja,

z=flxy)=\1-x2—y* e z=g(x,y)=—\/1-x2 -y~

A partir destas equagdes e da equacdo (5.4), encontramos a equagdo do
plano tangente num ponto qualquer da superficie, desde que x2 + y2 #
1 (nos pontos onde x2 +y2 = 1, o plano tangente é "vertical”, ou seja,
paralelo ao eixo dos z).

Muitas superficies sdo dadas por equacdes da forma F(x,y,z) = 0 e nem
sempre é possivel expressarmos explicitamente uma das varidveis em
fungdo das outras duas, como no exemplo acima. Entretanto, se souber-
mos que tal equagdo define implicitamente, digamos z em funcao de (x,y),
serd possivel calcularmos zy e zy, sem termos que explicitar z em fungao

das varidveis (x,y). E isto que faremos a seguir e tal procedimento é cha-
mado de derivacdo implicita.

Consideremos uma equagédo da forma
F(x,y,z) =0, (6.16)

onde as derivadas parciais de primeira ordem de F(x,y,z) sdo continuas
numa vizinhanga de (xo, Yo, 2o). Se

F(xo;yo/zo) =0
oF
afz(xo/]/o/zo) 7& 0/

entdo o Teorema da Fun¢do Implicita nos afirma que a equacdo (6.16) nos
define a variavel z com fungdo de x e y, numa vizinhanga do ponto (x,,y,),
mais precisamente, existe uma fungdo z = f(x,y), diferencidvel com deri-
vadas parciais de primeira ordem continuas numa vizinhanga V do ponto

(x0,Y0), tal que
f(x0,¥0) =20, F(x,y,f(x,y)) =0, paratodo (x,y) € V.

A seguir veremos como calcular as derivadas parciais da fungdo z = f(x,y).

Como

wxy) = Floy, f(x,y)) =0
para todo (x,y) € V, segue que wy(x,y) = 0 = wy(x,y) em V, logo, de
(6.14) e (6.15), temos

Jw
O:g:Fx+Fsz
e
Jw
0:@:5/4-1:22]/
Portanto,
Fx Fy
Zy = , Zy = ——. 6.17
=5 w=-f (6.17)
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Exemplo 6.9 Calcule zy e z,, onde x* + y* + 2% + 6xyz = 1.

Solugdo Seja F(x,y,z) = x>+ y® + 2% 4 6xyz — 1, entdo F, = 3x? + 6yz,
F, = 3y? + 6xz e F; = 322 4 6xy, portanto, de (6.17) concluimos que

B 46yz X422 z _ 3P texz  yP+2xz
322+6xy  z224+2xy’ Y 322+6xy 22+ 2xy

Zy =

Na prética, ndo precisamos guardar as férmulas dadas em (6.17), por
exemplo, dada uma equagdo tipo

Bryd B texyz=1,

se assumirmos que ela define z = f(x,y), o que fazemos para calcular z, é
derivarmos a equagdo

BB texyz=1

parcialmente em relagdo a x, lembrando que z é funcédo de x e y, ou seja,
P (x Ty +z +6xyz) =55

o que nos da
3x2 4322 zy + 6yz +6xYyz =0,

K+2yz
z2+42xy

da qual encontramos zy = — . De maneira analoga, podemos encon-

trar Zy.
O

Exercicio 6.7 Calcule z, e z,, se z = f(x,y) é definida implicitamente pelas equagdes abaixo.

a)2xz® —3yz22 + x*y? +4z=0

b) xz% +2x%y — 4y?z + 3y —2 =0
) xe¥* — 2ye** 4 3ze*Y =1

d) yx? + z2 + cos(xyz) = 4

e) x* +y? +22 = 3xyz

f)yz =In(x +z).

6.3 PLANO TANGENTE A SUPERFICIE F(x,y,z) = 0

Seja S a superficie dada pela equagdo F(x,y,z) = 0, onde F é diferenciavel.
Vamos encontrar a equagdo do plano tangente a S no ponto (xo,yo,zo),
onde

Fz(xo/ Yo, Zo) 74* 0.

De acordo com o Teorema da Fungdo Implicita, a equagdo F(x,y,z) = 0
define implicitamente z = f(x,y) numa vizinhanga de (x,,y,). De (5.4) a
equacdo deste plano é dada por

z =120+ fx(%o,Y0)(Xx — x,) +fy(xo,y0)(y —Yo),
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por outro lado, de (6.17)
Fx(xo/yo/zo) Fy(xmyorzo)
Xo, =——= - -5 ¢€ Xo, S —
fX( 0 yO) Fz(xmyolzo) fy( ? yO) Fz(xo/yo/zo)

portanto, a equagdo do plano tangente a S no ponto (X, Yo, Zo) €

Fx(Xo, Yo, 20) (x — Xo) + Fy(Xo, Yo, 20) (Y — Yo) + Fz(X0, Yo, 20) (2 — 2o)
=0 (6.18)

Portanto, o vetor VF(x,,Y,,z,) ¢ normal a superficie S no ponto (x,, y,, zo ).

Exemplo 6.10 Encontre a equacao do plano tangente a superficie x> + 2 +
z? = 1, no ponto (0,0,1).

Solugao Neste caso, F(x,y,z) = x* + y? + 2> — 1. Note que F(1,0,0) = 0,
e como F, = 2z, segue-se que F;(0,0,1) = 2 # 0, portanto, do Teo-
rema da Fung¢do Implicita, a equagdo F(x,y,z) = 0 define implicitamente
z = f(x,y), para (x,y) numa vinhanca de (0,0). Temos Fx(0,0,1) = 0
e F,(0,0,1) = 0. Disso e de (6.18), concluimos que a equagao do plano
tangente no ponto dado é

z=1.

d

Nos célculos acima assumimos que F, (%o, Yo, z,) # 0, se isto ndo acontecer,
podemos verificar se Fx(Xo,Yo,20) 7# 0 ou Fy(xo,Y0,2,) 7 0. No primeiro
caso, o Teorema da Fungdo Implicita nos dird que F(x,y,z) = 0 nos define
implicitamente x = g(y, z) numa vizinhanga de (y,, z,) € no segundo caso
ele nos diréd que F(x,y,z) = 0 nos define implicitamente y = h(x,z) numa
vizinhanga de (x,,z,) e podemos proceder como acima e encontrarmos
a equagdo do planto tangente & superficie no ponto (x,,Y,,z,), dada por
(6.18).

Exercicio 6.8 Determine as equagdes dos planos tangentes as superficies abaixo, no ponto

especificado.

a) xyz — 4xz3 + > =10, P(—1,2,1)
b) 9x% — 4y? — 2522 = 40, P(4,1, -2).

80

6.4 A DERIVADA DIRECIONAL

A seguir daremos a defini¢do de derivada direcional para uma fungéo de
duas varidveis. A generalizacdo deste conceito para fun¢des de mais de
duas varidveis é imediata.

Imagine que z = f(x,y) represente a temperatura numa chapa de metal
plana no ponto (x,y). Entdo as derivadas parciais f(xo,vo) € fy(Xo,Yo)
representam as taxas de variacoes da temperatura no ponto (xo,yo) em
relacdo as dire¢des horizontal e vertical, respectivamente. A seguir vamos
definir a taxa de variagdo de f(x,y) num ponto (x,,,) na direcdo de um
vetor unitdrio qualquer # = (11, ny).
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A reta | que passa por P(x,,Y,) e tem a direcdo de 7i é dada pelos pontos
(x,y) da forma

(x,y) = (xo0,¥0) + t(n1,n2) = (x0 + n1t,y0 + 12 t),

onde o pardmetro ¢ é real.

A variagdo de f quando passamos de P(x,,Y,) para Q(x, + nit,y, + na t)
é

Az = f(xo 4+ n1t, Yo +12t) — f(X0,Yo)

— . Z
ecomo # tem norma 1, comprimento de Zﬁ e

1PQI| = ||| = |¢] |7l] = |¢]
Logo, a taxa de variagdo média de f(x,y) quando passamos de Pa Q é

E f(xO + 11k, Yo + 1o t) _f(xo/]/o)

t t

Note que, a medida que variamos ¢, o ponto Q se move ao longo da reta
I. Valores positivos de t significa que PQ tem a mesma direcdo e sentido

de 7, enquanto que valores negativos de t significa que Iﬁ tem a mesma
direcdo, porém sentido oposto ao de .

Defini¢do 6.3 A derivada direcional de f(x,y) no ponto P(x,,1,) na di-
recdo de 7i é dada pelo limite

lim f(xo +n1t,y0 +n2t) — f(x0,Y0)
t—0 t !

caso ele exista, e neste caso é denotada por D;f(x,,,). Ela também é
chamada de taxa de variagdo de f no ponto (x,,,), na direcio de 7.

Seja
w(t) = f(xo+n1t,yo+nat),
entdo,
Dif (%0, y0) = PE(} f(xo + n1t, Yo +tn2 £) = £(xo,Yo)
~ gim 2O =20 oy, 619
t—0 t

No Exemplo 6.6, vimos que

w'(0) = fx(%o,Yo) m1 + fy(xo, Yo) n2 = V f (%o, Yo) - 7. (6.20)

De (6.19) e (6.20), concluimos que
Dif(x,y) = Vf(x,y) - 7.

Note que as derivadas parciais fy e f, sdo casos particulares de derivadas
direcionais quando 7i = 7e 7i = J, respectivamente.

Exemplo 6.11 Determine a derivada direcional de f(x,y) = x?y?> — 4x, no
ponto (1, —1), na direcdo do vetor 7 = 27+ 47.
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Solugdo Note que ||7]| = v/20, logo, ¥ ndo é unitério. O unitario na dire¢do
e sentido de ¥ é
. 7 1 it 2 7
@l V6 V5

Por outro lado,
Vix,y) = (29(}/2 —4)7+ 2x2yj'.
Logo,

D;if(1,-1) = Vf(1,-1)-ii = (=2,-2) - (1/V/5,2//5) = —\% :

Exercicio 6.9 Determine a taxa de variagdo de f em P na direcdo de .

a) f(x,y) =1+2x,/y,P(3,4) e ¥ = (4,—-3)

b) f(x,y) = x> —5xy +3y% P(3,—1) e ¥ = (1,1)
o flxy) = ln(x +1%), P(21)ed=(-1,1)

d) flx,y) = 1, P2, —1,) e T = (4,3)

e) f(x,y) = xe’*¥, P(4,0) e ¥ = (—1,3)

f) f(x,y) = arctg (y/x), P(4, —4) e 7 = (2, -3).

6.5 A INTERPRETACAO GEOMETRICA DO GRADIENTE
DE UMA FUNCAO

Da defini¢do de produto escalar, temos

Vixy) - =|[Vf(xy)ll [[i]lcosb = [[Vf(x,y)]| cosb,

onde 6 é o angulo entre Vf(x,y) e i. Como —1 < cosf < 1, temos o
seguinte resultado.

Teorema 6.6 Seja f(x,y) uma fungio diferencidvel. Entdo,

(1) 0 valor mdximo da derivada direcional Dy f (x,y) é ||V f(x,y)|| e ocorre quando
il tem a mesma diregdo e sentido do vetor gradiente V f(x,y).

(ii) o valor minimo da derivada direcional D5 f(x,y) é —||V f(x,y)|| e ocorre
quando # tem a mesma direcdo, porém sentido contrdrio ao do vetor gradiente

Vi(xy)
Exemplo 6.12 Seja f(x,y) = x>¢*~%, P(1,0) e Q(0,1).

(a) Encontre a derivada direcional de f no ponto P(1,0), na dire¢do de P
para Q.

(b) Ache o vetor unitério na dire¢do e sentido em que f cresce mais rapi-
damente no ponto P e determine a taxa de variagdo de f naquela direcéo.

(c) Ache o vetor unitario na direcao e sentido em que f decresce mais rapi-
damente no ponto P e determine a taxa de variagdo de f naquela direcéo.
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Solugio
a) Note que

Viny) = el y) T+ fy(x,y) ] = (82 +20) W 7227 )
logo, Vf(1,0) = (4e, —2e). O vetor 1@ = (1, —1), o seu unitério é
i=(1/V2,-1/V2).
Portanto,
D;if(1,0) = (4e, —2¢) - (1//2,-1//2) = 3V 2e.

b) A derivada direcional cresce mais na diregdo de sentido de V£(1,0), ou
seja, quando

. V£(1,0)

i = oo = (2/V5,-1/V5

oo = )

e a taxa de variagdo de f nesta diregdo é ||V £(1,0)|| = v29e.
¢) A derivada direcional decresce mais na dire¢do de sentido —V f(1,0),
ou seja, quando

VL) B
= TS FL O (2/v/5,-1//5)

a taxa de variacdo de f nesta direcdo é —||Vf(1,0)|| = —v/29e.

6.6 O GRADIENTE E CURVAS DE NIVEL

Seja f(x,y) uma funcdo diferencidvel e C uma curva de nivel de f.
Se P(x,,Y,) for um ponto de C, entdo mostraremos que V f(x,,Y,) serd
perpendicular a C no ponto P(x,,1,) (ou seja, o vetor V f(x,,1,) sera per-
pendicular a reta tangente a C no ponto (xo, o)), (veja a Figura 6.1). Para
mostrarmos este resultado, precisamos definir a reta tangente a uma curva,
para tal, introduziremos o conceito de parametriza¢do de uma curva C.

Y

VI (% ¥)

X

Figura 6.1: Se C é curva de nivel de f(x,y) que passa pelo ponto P(x,,y,), entdo Vf(x,,y,)
é perpendicular a Cno ponto p(x,,y,)-

Defini¢do 6.4 (Equagdes paramétricas de uma curva) Dada uma curva C
no plano, dizemos que as equagdes

x=x(t) e y=y(t),
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com t € I = [a,b], sdo equagdes paramétricas de C (ou que elas nos dao
uma parametrizagdo para C) se, a medida que f varia de 4 a b, a ponta do

vetor
%

r(t) =x(t) T+y(t) T

descreve o conjunto dos pontos de C.

Podemos ver C como uma trajetéria descrita por uma particula que se
_) .~ .
move no plano e 7' () o seu vetor posi¢do, no instante f.

Alguns exemplos de parametrizagdes:

1. Dado um vetor V = (a,b) # (0,0) e um ponto (x,,Y,), as equagdes
X=x,+at e y=y,+10bt

t € R, representam uma parametrizacdo da reta que passa por (x,,Y,) e é

paralela ao vetor V.

2. Se C for o grafico de uma fungdo diferencidvel, y = f(x), onde
a < x < b, entdo uma possivel parametrizagdo de C é a seguinte:

x=t ¢ y=f),
ondea <t <b.
3. Seja C for o circulo de raio a, centrado na origem. Dado um ponto

P(x,y) de C, seja t é 0 &ngulo entre o semieixo dos x positivos e 0 segmento
de reta OP, medido no sentido anti-horario. Entdo,

X =acost e y=asent,

onde 0 < t < 27, nos ddo uma possivel parametrizagdo de C.

Dizemos que uma parametrizagdo de C é suave se x'() e y/(t) forem con-
tinuas e se o vetor (velocidade)

() =2 ()T +Y (D] #0,

para todo t em I. As trés parametrizagdes dadas nos exemplos acima sdo
todas suaves. A hipotese de 7 (t) # 0 nos permite definir a tangente a C
no ponto P(x(t),y(t)), ela é a reta que passa por este ponto e é paralela a
vetor 7 (t)

Teorema 6.7 Seja f(x,y) diferencidvel e C uma curva de nivel de f. Seja P(x,,Y,)
um ponto de C. Entdo V f(x,,Y,) serd perpendicular a C no ponto P.

Prova. Seja x = x(t) e y = y(t), t num intervalo I, uma parametrizagdo
suave de C. Dizer que Vf(x,y) é perpendicular a C no ponto P(x(t),y(t))
é equivalente a dizer que

F(t) LVF(x(t),y(t) < 7(t) - Vf(x(t),y(t) =0.

Note que sendo C uma curva de nivel de f(x,y), esta fungdo é constante
ao longo da mesma, portanto,

f(x(t),y(t)) = constante,
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para todo ¢t em I. Da relagdo acima e da Regra da Cadeia, veja o Teorema
6.1, concluimos que

0= % (x(t),y(t)) = Vf(x(t),y(t)) . 7’(0.

Com isso concluimos a prova do teorema.

Uma consequéncia do teorema acima é a seguinte: seja f(x,y) uma fun-
cdo diferenciavel, entdo, naqueles pontos (x,,1,) onde Vf(x,,yo) # 0, a
direcdo da taxa de maxima de variagdo de f(x,y) em (x,,Y,) é ortogonal a
curva de nivel de f(x,y) que passa por (x,,Y,). De fato, se V f(xo,1,) # 0,
ele nos dé a diregdo da taxa de variagdo méxima de f no ponto (x,,¥,), a
qual pelo Teorema 6.7 é ortogonal a curva de nivel de f(x,y) que passa por
(x0,Y0), (veja a Figura 6.1).

Exercicio 6.10 Seja f(x,y) = x> —y? e C a curva x> — y? = 1. Verifique que para todo (x,, y,) em

C, o vetor V f(x,,Y,) é perpendicular a C, no ponto (x,, o).

O conceito de derivada direcional se generaliza de uma maneira natural
para fung¢des de mais de duas varidveis. Em particular, a derivada direcio-
nal de uma fungao diferencidvel w = f(x,y,z) no ponto (x,y, z), na diregdo
do vetor unitério # = (ny, ny, ny), é definida como

o fx+mt,x+not,z+n3t) — f(x,y,2)
Dif(x,y,2) = lim ;

portanto, do Teorema 6.2, temos

Diif(x,y,2) = Vf(x,y,2) - ii.

Logo, o valor maximo da derivada direcional D; f(x,y,z) é ||V f(x,y,2)]|
e ocorre quando o vetor unitdrio 7 tem a mesma direcdo e sentido do vetor

gradiente Vf(x,y,z).

Exercicio 6.11 Sabendo-se que a temperatura no ponto (x,y,z) é dada por

T(x,y,z) = 100e%"~3%" 92

onde T é medido em graus centigrados, x, i e z em metros, determine a taxa de variagao da tempe-
ratura no ponto P(2, —1,1) na diregdo do vetor (1, —1,1). Qual é a dire¢do de maior crescimento

da temperatura em P? Encontre a taxa de crescimento méxima em P.
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AULA

Maximos e minimos de funcoes
de duas ou mais variaveis

OBJETIVOS

No final desta aula, o aluno devera ser capaz de:

1. Compreender os conceitos de maximos e minimos locais e globais e de ponto
critico de uma funcao.

2. Encontrar os pontos criticos de uma funcao de duas variaveis e classifica-los.

3. Encontrar os valores maximo e minimo de uma funcao continua de duas varia-
veis, definida num conjunto compacto.

7.1 ALGUMAS DEFINICOES

A seguir veremos as nogdes de maximos e minimos absolutos e locais para
fungdes de duas varidveis.

Seja f : D — R, onde D é um subconjunto de R? e (x,,1,) um ponto de D.
Dizemos que f tem um méximo absoluto ou global (ou simplesmente um
maximo) no ponto (x,,Y,) se, e somente se, f(x,y) < f(x,,Y,), para todo
(x,y) e D. Geometricamente, no gréfico de f ndo pode ter ponto mais alto
que o ponto (Xo, Yo, f (X0, Yo))-

De maneira andloga, dizemos que f tem um minimo absoluto ou global
(ou simplesmente um minimo) no ponto (xo, yo) se, e somente se,

f(x'y) Z f(xO/yo)/
para todo (x,y) em D. Geometricamente, no gréfico de f ndo pode ter

ponto mais baixo que o ponto (x,, Yo, f(Xo,Yo0))-

Exemplo 7.1 Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = x*> + y*>. Entdo
£(0,0) = 0 é o minimo de f no seu dominio, pois, dados dois ntimeros
reais x e y quaisquer, temos

flxy) =2 +y* > 0= f(0,0).

Por outro lado, f ndo possui maximo no seu dominio, por qué?
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Exemplo 7.2 Seja f : R? — R, definida por f(x,y) = 1 — x> — y?. Entdo
£(0,0) = 1 é o maximo de f no seu dominio, pois, dados dois nimeros
reais x e y quaisquer, temos

flxy)=1—x*—y*<1=f(0,0).

Por outro lado, f ndo possui minimo no seu dominio, por qué?

Figura 7.1: O gréfico de f{x,y) = 1 — x> —)".

Em geral ndo ¢é f4cil encontrar o maximo nem o minimo de uma fungdo
de duas varidveis como nos exemplos acima e, como salientamos, pode
acontecer que a fun¢do ndo tenha méximo ou minimo, da mesma forma
que acontece no caso de fung¢des de apenas uma variavel. O teorema abaixo
nos da condicdes suficientes para a existéncia de maximo e minimo de uma
funcdo de duas variaveis.

Teorema 7.1 (Teorema do Valor Extremo) Seja D um subconjunto fechado
e limitado de IR?. Se f for continua em D, entdo f assume os seus valores
méaximo e minimo em D. Ou seja, existem pontos (x1,y1) e (x2,y2) em D,
tais que

fluy) < fny) < fx,p2),
para todo (x,y) em D.

O teorema acima se generaliza para fun¢des de mais de duas variaveis.

Nos exemplos 7.1 e 7.2 ambas as fung¢des sdo continuas, porém os seus
dominios ndo sdo compactos, por ndo serem limitados, portanto, o teorema
acima ndo se aplica.

Defini¢do 7.1 Dada uma fun¢do f(x,y), seja (x,,1,) um ponto do seu
dominio.

* Se existir algum r > 0, tal que

f(x,y) = f(xo0,Y0),

para todo (x,y) € B(x,,Y,;t), entdo dizemos que f tem um minimo
local em (x,,1,).

e Se existir algum r > 0, tal que

fxy) < f(xo,0),

para todo (x,y) € B(x,,Yo;7), entdo dizemos que f tem um maximo
local em (x,, ).
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Valores méaximos e minimos locais de f sdo chamados de extremos locais
de f.
E claro que maximos ou minimos globais também sdo maximos ou mini-

mos locais.

No estudo de fungado de uma variével, vimos que se g(x) fosse uma fungéo
definida numa vizinhanga de x,, g diferencidvel neste ponto e se neste g
tivesse um extremo local, ent3o,

8'(x) =0, (7.1)
com isso estabelecemos condi¢do necessdria para que num dado ponto x,,

no qual g fosse diferencidvel, tivéssemos um maximo ou um minimo local.

Suponha que f(x,y) esteja definida numa vizinhanca de (x,,1,), no qual
as suas derivadas parciais de primeira ordem existam e que neste ponto f
tenha um extremo local. Para fixar as ideias, admitiremos que (xo, ¥o) seja
um minimo local. Entdo, como f tem um minimo local em (x,,Y,), para
valores de (x, y) suficientemente préximos de (x,,y,) devemos ter

f(x,y) > f(xo0,Y0)

ou equivalentemente,

f(x,y) — f(x0,40) > 0.

Em particular, se tomarmos (x,y) da forma (x, + I, y,), onde  é suficente-
mente pequeno, teremos

g(x) = f(xo +h/]/0) _f(xo/]/o) > 0. (7.2)

Como assumimos que derivada fy(x,,1,) existe, a fungdo g(x) é diferen-
ciavel em x,, pois §'(x,) = fx(%o,Yo). Além disso, de (7.2), g(x) tem um
minimo local em x, e de (7.1), devemos ter g’(x,) = 0. Portanto,

fx(%0,40) = 0.

De maneira andloga, se f tem um minimo local em (x,, o), entdo para h
suficientemente pequeno, teremos

w(y) = f(xo,Yo + 1) — f(Xo0,Y0) = 0. (7.3)

Como assumimos que derivada fy(x,, o) existe, a fungao w(y) é diferen-
cidvel em y,, pois w'(y,) = fy(%xo,Yo). Além disso, de (7.3), w(y) tem um
minimo local em y,, e de (7.1), devemos ter w'(y,) = 0. Portanto,

fy(xm]/t)) =0.

Se tivéssemos assumido que f(x,y) tinha um maximo local em (x,,Y,), as
funcdes g(x) e w(y) teriam maximos locais em x, e y,, respectivamente, e
de (7.1), concluirfamos novamente que fx(Xo,Yo) = 0 = f,(xo,Yo), ou seja,
Vf(x0,y0) = (_j, onde O é o vetor nulo. Com isso provamos o teorema a
seguir.

Teorema 7.2 Suponha que f(x,y) esteja definida numa vizinhanca de

(x0,Y0), na qual as derivadas parciais de primeira ordem existam e que
neste f tenha um extremo local. Entéo,

Vf(x0,10) = 0.
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Defini¢do 7.2 Um ponto onde alguma das derivadas fx ou f, ndo existir,
ouonde fy = f;, = 0 é chamado de um ponto critico de f.

Observagio 7.1 Dada a fungéo f(x,y) = y*> — x2, temos que

fx(0,0) =0 = f,(0,0),

contudo, f(0,0) = 0 ndo é nem médximo nem minimo local de f. De fato,
se nos aproximarmos de (0,0) ao longo do eixo x, temos

f(x,0) = —x* < 0= £(0,0),
se x # 0. Por outro lado, se nos aproximarmos de (0,0) ao longo do eixo y,

teremos
£(0,y) =y*> > 0= £(0,0),

sey # 0. Portanto, em qualquer vizinhanga de (0,0), f assume valores que
sdo maiores e valores que sdo menores do que f(0,0). Um ponto critico no
qual ndo hd nem maximo nem minimo local é chamado ponto de sela.

Figura 7.2: A origem é um ponto de sela de f{x,y) = )* — x*.

O Teorema 7.2 nos diz que méaximos e minimos de fungdes diferencidveis
ocorrem nos seus pontos criticos. Portanto, para descobrirmos os maxi-
mos e os minimos de uma fungéo diferencidvel f(x, y) numa regido aberta
D do plano, a primeira coisa a fazer é encontrar os pontos (x, ) nos quais
ambas fr(x,y) e fy(x,y) se anulam. Se ndo houver pontos criticos em D,
poderemos afirmar que f ndo tem nem minimo nem méximo local em D.
Se houver pontos criticos em D, deveremos examinar cada um deles, pois
nem sempre um ponto critico é ponto de minimo ou de méximo, conforme
j& vimos. Por isso seria importante se tivéssemos um critério que nos per-
mitisse caracterizar os pontos criticos de uma fungédo diferenciavel.

Os conceitos de maximo e minimo locais e globais, ponto de sela, bem
como de pontos criticos, se estendem naturalmente para fungdes de mais
de duas variaveis.
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Teorema 7.3 (Classificacdo dos pontos criticos) Suponha que f tenha
todas as derivadas parciais até segunda ordem continuas numa vizinhanca
de um ponto critico (x,,Y,). Seja

x = de frx(x0,Y0)  fry(Xo,Yo)
Alxoryo) = d t( fry(Xo, o) fy;(xm%) >

frx(Xo, Yo) fyy (%o, Yo) — (fxy(xm%))z‘

(1) Se A(x,,Y,) < 0, entdo o ponto (xo, o) serd um ponto de sela de f(x,y).

(ii) Se A(xo,Y0) > 0, entdo f(xo,Y,) serd um mdximo local de f(x,y), se
frx(X0,Y0) < 0 e um minimo local de f(x,v), se fxx(Xo,Yo) > 0.

(iii) Se A(x0,Y0) = 0, a natureza de (x,,Y,) ndo é determinada por este
teste.

O Teste da Derivada Segunda pode ser generalizado para fun¢des de mais
de duas varidveis; contudo, ele é bem complicado, envolvendo sinais de
determinantes de matrizes de ordens superiores.

Exemplo 7.3 Encontre os extremos locais de
flry) =2 +xy+y* —2x—2y

(veja a Figura 7.3).

5

Figura 7.3: Graficode f(x,y)=x*+xy+)* —2x—-2y.

Solucdo Como f(x,y) é diferencidvel em todos os pontos, os seus pontos
criticos sdo os pontos (x,y), nos quais fx(x,y) = 0e f,(x,y) = 0. Como
fx=2x+y—2e fy = x+2y—2,devemos ter

2x+y = 2
x+2y = 2,

cujasolucdo é x =2/3 ey = 2/3. As derivadas parciais de segunda ordem
sdo fxx =2, fxy = 1 e fyy = 2. Logo,

Alx,y) = (2)(2) - (1)* =3 >0,
portanto, temos um méximo ou minimo local em (2/3,2/3). Como
fxx<2/3/2/3) =2>0,

segue-se que temos um minimo local em (2/3,2/3).
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Exemplo 7.4 Encontre e classifique os pontos criticos de

flxy) = 4xy —22% —y*
(veja a Figura 7.4).
Solugio Como f(x,y) é diferencidvel em todos os pontos, os seus pontos

criticos sdo os pontos (x, y), nos quais fx(x,y) = 0e f,(x,y) = 0. Portanto,
os pontos criticos de f sdo solugdes do seguinte sistema de equagdes:

0 = fr(yvy) =4y —4x

0 = fylx,y) =4x— 412,
Da primeira equagdo, temos y = x, substituindo esta relacdo na segunda
equacdo acima, temos, 4x(1 — xz) = 0, portanto, temos x = 0, x = 1

e x = —1. Logo, os pontos criticos sdo (0,0), (1,1), e (—1,—1). Como
fex(x,y) = =4, fyy(x,y) = —12y% e fy = 4, temos

A(x,y) = 48y* — 16.

Portanto, A(0,0) = —16 < 0, logo, (0,0) é um ponto de sela. Por outro
lado, nos pontos (1,1) e (—1, —1), temos A = 32 > 0, logo, cada um destes
pontos é um extremo local. Como frx(x,y) = —4 < 0, ambos sdo médximos
locais.

O

Figura 7.4: Grafico de f{x,y) = 4xy-2x*> — y*.

Exemplo 7.5 Encontre e classifique os pontos criticos de
floy) =x*+y° —3x -3y

(veja a Figura 7.5).
Solugdo Como f(x,y) é diferencidvel em todos os pontos, 0s seus pontos
criticos sdo os pontos (x,y), nos quais fy(x,y) = 0e fy(x,y) = 0, ou seja,
sdo solugdes do seguinte sistema:

-1 =0

¥-1 = 0.
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Portanto, (1,-1), (1,1), (—1,1) e (—1, —1). Note que

foy(xy) =0, fux(x,y) =6x e fyy(x,y) =6y

logo,
A(x,y) = 36xy.

Entao
A(1,-1) =A(-1,1) =-36<0

e concluimos que os pontos (—1,1) e (=1, —1) sdo pontos de sela. Note
que
A(1,1) = A(=1,-1) =36 >0,

como fxx(1,1) = 6 > 0, temos um ponto de minimo local em (1,1); por
outro lado, fyx(—1,—1) = —6 < 0, logo, em (—1, —1), temos um maximo
local.

O

Figura 7.5: Gréfico de f(x,y)=x"+y’-3x-3y.

Exercicio 7.1 Determinar os maximos e os minimos locais da fungao

1 64
f(x,y) —xy—i—;—?,

naregido D = {(x,y) : x <0ey > 0}.

Exercicio 7.2 Mostre que
g(x,y) = sen(xy) +senx + seny

(veja a Figura 7.6), admite méximo local em (7t/3, 71/3) e minimo local em (57t /3,57/3).

Exemplo 7.6 Mostre que o valor méximo e o valor minimo de f(x,y) =
x? — y2 no disco D, dado por x? +y? < 1 ocorrem na fronteira deste. Cal-
cular estes extremos globais.
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6

Figura 7.6: Grafico de g(x,y)=sen(xy)+sen x+sen y.

Solugio Como f(x,y) é diferencidvel para todo (x,y) dentro do disco,
segue-se que o0s seus pontos criticos dentro do disco, caso existam, sdo as
solugdes de V f(x,y) = 0. Por outro lado, Vf(x,y) = (x,y). Portanto (0,0)
€ 0 tnico ponto critico de f dentro do disco. Vimos na Observagdo 7.1 que
(0,0) é um ponto de sela. Como f(x,y) é continua e o seu dominio D é
compacto, pelo Teorema 7.1, ela deve assumir os seus valores maximos e
minimos em D. Como eles ndo podem estar dentro do disco, pois o tinico
ponto critico 14 é (0,0), 0 qual é um ponto de sela, 0o maximo e o minimo
devem ocorrer na fronteira de D, ou seja, no circulo x? + y? = 1.

No circulo temos y> = 1 — x?, substituindo esta relacdo na expresso para
f(x,y), temos

flry) =24 —1=g(x),

onde —1 < x < 1. Com isso os valores maximo e minimo de f em D sdo os
valores maximo e minimo de g(x), em —1 < x < 1. Uma conta simples nos
leva aos valores —1 e 1 como o minimo e méximo de g, respectivamente.
Portanto, os valores minimo e mdximo de f no disco D sdo —1 e 1, respec-

tivamente.
O

s
2.0

Figura 7.7: Gréafico de f(x,y)=18x% —32y* —36x—128y+15.
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Exemplo 7.7 Mostre que
f(x,y) = 18x* — 32y* — 36x — 128y + 15,

(veja a Figura 7.7), tem um tnico ponto critico no R?, o qual é um ponto
de sela.

Exemplo 7.8 Encontre e classifique os pontos criticos de

flx,y) = x4~|—y4—4xy+1

(veja a Figura 7.8).

Figura 7.8: Grafico de f(x,y)=x"+y" —4xy+1.

Exercicio 7.3 Discuta a natureza dos pontos criticos de cada uma das fungdes abaixo.

a) f(x,y) = x* —y b) f(x,y) = 3xy — x> — ¥

o f(x,y) =2x* +y* —x2 — 22 d) f(x,y) = 4x? — 12xy + 92
e) f(x,y) = x* +y* f) f(xy) = x* —y*

8) f(x,y) =9 —2x+4y — x> — 4y h) f(x,y) = %y +122% — 8y
i) flxy) = =2V D fxy) =yv/x—y? —x+6y
k) f(x,y) = e* cosy Dfloy) =x*+y*—dxy + 1.
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7.2 APLICACOES

A partir do Teorema 7.1, temos um procedimento para encontrar os valo-
res maximos e minimos de uma funcéo continua, definida num conjunto
limitado e fechado D:

* Calculamos f nos pontos onde fy = f, = 0 ou alguma das derivadas
fx ou fy ndo exista.

¢ Calculamos os valores de f na fronteira de D.

* O maior e o menor dos valores de f obtidos nos itens acima nos dardo
os valores mdximo e minimo de f em D.

Exemplo 7.9 Seja
flry) =4y —22% =y,

definida no quadrado D = {(x,y) : |x| < 2,|y| < 2} (veja a Figura 7.4).
Encontre os valores mdximos e minimos de f em D.

Solugdo Como f é um polindmio, ela é diferencidvel em todos os pontos
interiores de D, portanto, os pontos criticos de f sdo os pontos no interior
de D, nos quais Vf(x,y) = (0,0), ou seja, sdo solugdes do seguinte sistema
de equagoes:

= fx(xy) =4y —4x
= fy(x,y):4x—4y3.

Portanto, os pontos criticos de f sdo (0,0), (1,1), e (—1,—1), nos quais f
vale 0, 1 e 1, respectivamente.

Os valores maximo e minimo de f tém que ser atingidos em algum destes
pontos ou em pontos da fronteira de D.

A seguir estudaremos os valores de f na fronteira de D, a qual é formada
de quatro segmentos de reta.

No segmento x = 2e —2 < y < 2, temos f(x,y) = —8+ 8y — y* = g(y).
Como a fungdo g(y) é continua no intervalo fechado e limitado [—2,2], ela
assume os valores maximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos sao
os pontos do interior deste intervalo nos quais ¢'(y) = 8 — 4y®> = 0, ou
seja, y = 2173 e ¢(21/3) = —8 —1021/3. Além disso, nas extremidades do
intervalo, temos ¢(2) = —8 e g(—2) = —40.

No segmento x = —2e —2 < y < 2, temos f(x,y) = —8 — 8y — y* = h(y).
Como a fungdo h(y) é continua no intervalo fechado e limitado [—2,2],
ela assume os valores mdximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos
sao dados por I (y) = —8 —4y® = 0, ou seja, y = —21/3 e h(—21/3) =
—8 — 621/3, Além disso, h(2) = —40 e h(—2) = —8.

No segmento y = 2, —2 < x < 2, temos f(x,y) = —16 + 8x — 2x* = gq(x).
Como a fungéo g(x) é continua no intervalo fechado e limitado [—2,2], ela
assume os valores maximo e minimo no mesmo. Seus pontos criticos sdo
dados por q'(x) = 8 — 4x = 0, ou seja, x = 2. Logo, g ndo tem pontos criti-
cos no interior do seu dominio, portanto, os mdximos e minimos estdo nas
extremidades do intervalo, ou seja, nos pontos 2 e —2. Note que g(2) =0e
q(—2) = —32, que sdo os seus valores maximo e minimo, respectivamente.
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No segmento y = —2, —2 < x < 2, temos f(x,y) = —16 — 8x — 2x? =
w(x). Como a funcdo w(x) é continua no intervalo fechado e limitado
[—2,2], ela assume os valores maximo e minimo no mesmo. Seus pon-
tos criticos sdo dados por w'(x) = —8 —4x = 0, ou seja, x = —2. Logo, w
ndo tem pontos criticos no interior do seu dominio, portanto, os maximos
e minimos estdo nas extremidades do intervalo, ou seja, nos pontos 2 e —2.
Note que w(2) = —40 e w(—2) = —4, que sdo os seus valores minimo e
maximo, respectivamente.

Comparando-se os valores de f no interior de D e na fronteira, concluimos
que o seu minimo —40 ocorre nos pontos de fronteira de (2, —2) e (—2,2)
e 0 seu maximo é 1 e é atingido nos pontos interiores (1,1) e (—1, —1).

O

Exemplo 7.10 Determine os valores maximo e minimo globais de

flry) =2 —2xy +2y
no retangulo D = {(x,y) : 0 <x <3,0<y <2}
Solugdo Como D é limitado e fechado e f é continua em D, entdo, f assume
os valores médximo e minimo globais em D. A tnica solugdo de fy = O e
fy = 0éoponto (1,1), o qual estd no interior de D. Pelo Teste da Derivada
Segunda, (1,1) é um ponto de sela de f. Portanto, ndo hd méximos nem

minimos locais de f no interior de D. Logo, os valores maximos e minimos
globais de f ocorrem na fronteira de D.

Estudo de f na fronteira de D:
(i) No segmento de reta y = 0,0 < x < 3, temos f(x,y) = x2, logo,

0<f(xy) <9

(i) No segmento de reta x = 0,0 < y < 2, temos f(x,y) = 2y, portanto,

0< f(xy) <4

(iii) No segmento de reta y = 2,0 < x < 3, temos f(x,y) = (x —2)?, logo,

0< f(xy) <4

(iv) No segmento de reta x = 3,0 < y < 2, temos f(x,y) = 9 —4y,
portanto,
1< f(xy) <9.

Entdo, o menor e o maior valores de f na fronteira de D sdo 0 e 9,
respectivamente, os quais sdo os valores minimo e maximo globais de f.
O

Exercicio 7.4 Dada a funcdo f(x,y) = x*> — 2xy + 3y*> — x no quadrado

D={(xy) :0<x<1,0<y<1},

encontre todos os seus pontos criticos e encontre o seus maximo e minimo.

Exercicio 7.5 Mostre que H(x,y) = x?y* + x*y? — 3x?y? + 1 > 0 para todo (x, ).
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Exercicio 7.6 Determine os valores maximo e minimo globais de f no conjunto D.

( — 3x + 4y e D é aregido triangular fechada com vértices (0,0), (4,0) e (4,5)
b) f(x,y yﬁ—y —x+6yeD={(xy): 0<x<90<y<5}
¢) f(x 223+ yteD={(xy) : P+y? <1}

y) =
d) f(x,y) = 23 —3x — y® + 12y e D é o quadriltero cujos vértices sio (—2,3), (2,3), (2,2) e
(=2,-2).

a) f(x,y)
)

/

Exercicio 7.7 Dada uma regido triangular equilateral, qual é a posi¢do do ponto P desta regido, tal
que o produto das distancias de P aos vértices seja maxima?

Exercicio 7.8 Determine o ponto do plano 6x + 4y — 3z = 2 mais préximo do ponto (2, -2,3).
Qual é a distancia entre eles?

Exercicio 7.9 Determine os pontos da superficie x>y?z = 1 que estio mais préximos da origem.

Exercicio 7.10 Determine trés ntimeros positivos cuja soma seja 100 e cujo produto seja méximo.
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Maximos e minimos com vinculos:
multiplicadores de Lagrange

E muito comum encontrarmos problemas cujas solu¢des consistem em maxi-
mizarmos ou minizarmos o valor de uma func¢éo

z= f(xy),

sujeita a uma restri¢do do tipo

g(x,y) =0,

onde f e g tém derivadas parciais de primeira ordem continuas. Ou seja,
no célculo de f estamos nos restringindo apenas aos seus valores sobre os
pontos (x,y) que estdo sobre uma curva C, dada pela condigdo g(x,y) =0
(veja Figura 8.1).

S, )

X

Figura 8.1: O problema de maximo e minimo de f(x,y) sujeito a restricdo g(x,y)=0, que

é a curva azul na figura.

Nos casos mais simples, podemos resolver a equagdo g(x,y) = 0 em
relagdo a uma varidvel, por exemplo, y = ¢(x), o que resultard em
z = f(x,¢(x)). Neste caso teriamos um problema de maximos e mini-
mos de uma funcdo de uma variavel, algo ja estudado. Entretanto, nem
sempre é possivel resolver explicitamente a equagdo g(x,y) = 0 para uma
das varidveis, mesmo que teoricamente o Teorema da Funcao Implicita nos
garanta que localmente possamos expressar uma das varidveis como
funcéo da outra.
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O método dos multiplicadores de Lagrange, que descreveremos a seguir,
nos fornecerd uma estratégia para encontrarmos maximos e minimos de
uma fungdo z = f(x,y) sujeita a condicdo g(x,y) = 0.

Sob as hipéteses dadas, C admite uma parametrizagdo suave, x = x(t) e
y = y(t), para t pertencendo a algum intervalo I. Suponha que no ponto
(x0,Y0) = (x(t0),y(f,)) de C a fungdo f tenha um extremo. Entéo, a fun¢io
de uma variavel f(x(t),y(t)) tem um extremo em £,, logo,

S (x(t0),y(k)) =0,

Por outro lado, da Regra da Cadeia,

(jtf( (to), ]/(tO)) = fx(x(tg),y(to))x’(to)—|—fy(x(t0),y(t0))y/(to)
fx(x0,Y0)X'(to) + fy (%0, ¥0)y' (to)
= Vf(xo,Yo) -7 (to).
Portanto,

V£ (%o, Yo) 7 (t) =0,

) L 7(t,). Por outro lado, de acordo com o
(to), visto que C é uma curva de nivel para g.
) sdo ortogonais ao mesmo vetor, eles devem

o que mostra que Vf(x,
Teorema 6.7, Vg(xo,v0) L
Como V£(x,,0) € Vg(x,
ser paralelos, ou seja

Yo
1
Yo

Vf(x0,Y0) = AVg(X0,Y0)-

Com isso provamos o seguinte teorema:

Teorema 8.1 (Teorema de Lagrange) Sejam f e g fungdes de duas varidveis,
tais que as suas derivadas parciais de primeira ordem sejam continuas numa regiio

do plano xy, na qual Vg(x,y) # 0. Se f tem um extremo f(x,,y,) sujeito ao
vinculo g(x,y) = 0, entdo existe um niimero real A, chamado de multiplicador
de Lagrange, tal que

Vf(xo0,Y0) = AVg(X0,Y0)-

Se definirmos
F(x,y,A) = f(x,y) — Ag(x,y),
entao,
VF(x,y,A) =

se, e somente se,

Vi(x,y) =AVg(xy) e g(x,y) =0

Portanto, o Teorema 8.1 nos diz que os pontos de maximos e minimos rela-
tivos de f(x,y), sujeito a restri¢do g(x,y) = 0, podem ser encontrados a
partir de um problema de maximos e minimos sem vinculos. Ou seja,

1. Encontramos os pontos (x1,y1,A1), ..., (Xn, Yn, An), que sdo solugdes
de
VF(x,y,A) = 0;

2. Os pontos onde ocorrem os extremos relativos de f estdo entre

(xllyl)/ cecy (xn/]/n)}
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3. Se f tiver um maximo, sujeito ao vinculo g(x,y) = 0, ele é dado por

max{ f(x1,y1), - £ (n, )}

De maneira andloga, se f tiver um minimo, sujeito ao vinculo g(x,y) =
0, ele é dado por

min{ f(x1,y1), - - f (Xn,Yn) }-
Exemplo 8.1 Maximize f(x,y) = x + y, sujeito a restricdo x> + y% = 1.

Solucdo Primeiramente, como f é uma fung¢do continua e estamos res-
tringindo f a pontos do circulo x> + y?> = 1 que é um conjunto fechado
e limitado do plano, necessariamente, os valores maximo e minimo de f
sdo atingidos em algum ponto do circulo. No método de Lagrange tere-
mos g(x,y) = x> + y*> — 1. Logo,
Fx,y,A) =x+y—A(x*>+y> -1),
portanto,
VF = (1—-2Ax,1—2Ay, —x> — > +1) =0,

se, e somente se, tivermos

2Ax

2Ay

24yt o= 1L

Note que da primeira ou da segunda equagdes devemos ter A # 0; caso
contrdrio, seriamos levado a equacgdo 0 = 1. Como A # 0, da primeira e da
segunda equagdes, concluimos que x = 5+ = y, portanto, x = y. Fazendo-

-se X = y na terceira equacéo, temos 2x> = 1, portanto, x = :l:g. Logo,
temos os seguintes valores para (x,y):

Vi V2 Vi 2
22 )¢\t )

Calculando f nestes pontos, temos

((25)-vmes (6 8)

Portanto, o maior de f é v/2 e 0 menor valor de fé— V2.

O
A seguir discutiremos um pouco sobre a geometria por trds do método de
Lagrange.

Suponha que tenhamos desenhado no plano xy as curvas de niveis de
f(x,y) eacurva C que representa g(x,y) = 0. Se num dado ponto (xo, o),
f(x,y) com o vinculo g(x,y) = 0 tiver um méximo local ou de minimo
local, entdo C deve tangenciar a curva de nivel f(x,y) = f(xo,10). De
fato, sabemos que neste ponto Vg(x,,y,) e V f(x,,1,) devem ser perpendi-
culares, mas Vg(x,,,) deve ser perpendicular a C, pois esta é uma das
suas curvas de niveis. Portanto, C deve ser tangente a curva de nivel
f(x,y) = f(x0,Y0). Com isto temos um método geométrico para encon-
trarmos o maximo e o minimo local de f(x,y) com o vinculo g(x,y) = 0
baseado no método de Lagrange: eles serdo os pontos (xo, ¥,) nos os quais
a curva g(x,y) = 0 tangéncia f(x,y) = f(xo,Yo)-
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Exercicio 8.1 Determinar o méximo e o minimo da fungdo f(x,y) = cos®x + cos?y, onde as
varidveis x e y estdo sujeitas a restricdo y — x = 7t/4.

Exercicio 8.2 Determinar o méximo e o minimo da func¢do z = 2x + y sobre o circulo
x2+ y2 =5.

Interprete geometricamente o problema.
Exercicio 8.3 Encontre o méximo de f(x,y) = x%y, sujeito a restricao x> + y* = 3.

Exercicio 8.4 Determinar o ponto da elipse x> + 4y? = 36 situado no primeiro quadrante, no qual
a tangente a curva forma com os eixos coordenados o tridngulo de menor area possivel. Calcular
a drea deste tridangulo.

Exercicio 8.5 Ache os valores maximo e minimo de f(x,y) = xy, sabendo-se que (x, y) estd restrito
aelipse 4x> + 2 = 4.

O Teorema de Lagrange pode ser estendido para o caso de fung¢des de mais
de duas varidveis e quando temos mais de um vinculo. A ideia é que para
cada vinculo introduzamos um multiplicador de Lagrange diferente. Dois
exemplos de tais generalizagdes sdo dados a seguir.

1. Se a fungdo a ser otimizada for a fung¢do f(x, v, z) e tivermos apenas
um vinculo

8(x,y,2) =0,
0 que corresponde a nos restringirmos aos pontos (x,y,z) de uma
superficie no espago, entdo, devemos considerar a fungdo

F(x,y,2,A) = f(x,y,2) = Ag(x,y,2)

e encontrarmos as solugoes (x;, y;, zj, A;), de
VF(x,y,z,A) = 0.

Os extremos de f com o vinculo g(x,y,z) = 0 estardo entre os pon-
tos (x;,y;,z;). Mais precisamente, se f restrita a g(x,y,z) = 0 tiver
um maximo ele serd dado por max;{f(x;,y;,z;)}, e de maneira ana-
loga, se f restrita a g(x,y,z) = 0 tiver um minimo, ele serd dado por

min;{ f (x;,yi,zi) }-

2. Se a fungédo a ser otimizada for a fun¢do f(x,y,z) e tivermos dois
vinculos

g(x,y,z) =0eh(x,y,z) =0,

o0 que corresponde restringirmos aos pontos (x, y,z) de uma curva no
espago, entdo, devemos considerar a fun¢ao

F(x,y,2,0, 1) = f(x,y,2) = Ag(x,y,2) — ph(x,y,2)
e encontrarmos as solugdes (x;, y;, zi, A, fi), de
VE(x,y,z,A) = 0.
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Os extremos de f com os vinculos g(x,y,z) = 0 h(x,y,z) = 0
estardo entre os pontos (x;,y;,z;). Mais precisamente, se f sujeita as
restrigdes g(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0 tiver um méximo, ele serd
dado por max;{f(x;,y; z;)}, e de maneira andloga, se f sujeita as
restrigdes g(x,y,z) = 0 e h(x,y,z) = 0 tiver um minimo ele serd
dado por min;{ f(x;, y;,z;) }

Exemplo 8.2 Encontre o volume da maior caixa retangular de lados para-
lelos aos planos coordenados que possa ser inscrita no elipsoide

16x% + 4y* + 922 = 144.

Solug¢ido Por simetria o volume da caixa serd 8 vezes o volume da sua
restricdo ao primeiro octante, ou seja,

V(x,y,2z) = 8xyz,

onde x,y,z > 0. Neste caso, (x,y,z) sdo pontos do elipsoide 16x? + 4y* +
922 144 = (), que é o vinculo. Ou seja, g(x, Y,z) = 16x2 4+ 4y2 +922 — 144,
Portanto,

F(x,y,2,A) = xyz — A(16x% 4 4y* 4 92> — 144).

Logo, VF(x,y,z,A) = 0é equivalente a

8yz = 32Ax

8xz = 8Ay

8xy = 18Az

144 = 16x° +4y* +92%

Como f é continua e o elipsoide restrito ao primeiro quadrante é uma re-
gido limitada e fechada, entdo, sobre o mesmo f(x,y, z) assume o seus va-
lores méximo e minimo. E claro que existem pontos sobre o elipsoide para
os quais todas as coordenadas sdo diferentes de zero, portanto, o valor ma-
ximo de V ndo pode ser zero. Se alguma das coordenadas de (x,y,z) for
zero, entdo, o volume correspondente seria zero, portanto, V(x,y,z) ndo
poderia ser maximo. Assim, no que se segue vamos supor que X, i e z ndo
sejam nulos. Portanto, temos

yz  xz  4xy
/\ = —_— = — = —
4x y 9z

144 = 16x% +4y* + 922

Logo, temos as seguintes relacdes y> = 4x? e 4y> = 9z% e 16x% + 4y> +
9z2 = 144. Eliminando-se Y e z, temos 48x? = 144, ou seja, x = V3,

portanto, y = 2v/3 ez = 43—‘5. Logo, o volume maximo é 8xyz = 64+/3.
O

Exemplo 8.3 Encontre o ponto do plano 2x + 3y + 4z = 12 no qual
f(x,y,z) = 4x* +y?> 4+ 522

assume o seu valor minimo.

Solucido Note que os valores de x, y e z podem ficar arbitriamente grandes

sobre o plano, e 0 mesmo acontecerd com f(x,y,z), ou seja, f ndo tem valor
maximo sobre o plano.
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Temos que encontrar as solucdes de VF(x,v,z,A) = 0, onde

F(x,y,2,A) = 4x> + y* +52% — A(2x + 3y + 4z — 12).

Ou seja,

8x
2y
10z
12

2A
3A
4\
2x + 3y + 4z,

0 que é equivalente a A = 4x = %y = %z e 2x + 3y + 4z = 12. Ou ainda,
y = 6x,z = 10x e 2x 4 3y + 4z = 12. Portanto, eliminando-se y e z, temos
x= %, o que implica quey = % ey = %. Como f ndo tem mdaximo sobre
o plano, entdo o seu ponto critico deve ser de minimo.

O

Exercicio 8.6 Seja C a curva no primeiro octante resultante da interse¢do do paraboléide 2z =
16 — x> — y? e do plano x + y = 4. Ache os pontos de C que estdo mais préximos e mais distantes

da origem.

Sugestdo: A fungio a ser otimizada é f(x,y,z) = x?+ y?> + 22 e os vinculos sdo g(x,y,z) =

2z—16+x*>+y?) eh(x,y,z) =x+y—4=0.

Exercicio 8.7 Nos exercicios abaixo, utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para achar

os extremos de f sujeito aos vinculos dados.

a) f(x,y) =x>—y?ex’+y*—-1=0
b) f(x,y) =y* —dxy+4x’ex’> +y>—1=0
o) flx,y) =x’yex’>+2y> =6

d) f(xy) =x*+y*eg(xy) = x*+y* =1

e) f(x,y) =y —cosx +2xex*+2y* =1

) fx,y,z) =x*+y*+22ex—y+z=1

g) f(x,y,z) = ?y?22ex? +y> +22 =1

h) f(x,y,2) =z— 22—y’ x+y+z=1lex’+y> =4
i) f(x,y,z) =xy +yz, x> +y* =2eyz =2

) foyz)=x4+2y,x+y+z=1ley’+22 =4

K f(x,y,z) =x+2y+3z,x—y+tz=1lex?+y>=1.

Exercicio 8.8 Determine os valores extremos de f(x,y) = 2x? + 3y*> — 4x — 5 na regido descrita

pela desigualdade x? + 4> < 16.

Exercicio 8.9 Determine os volumes maximo e minimo de uma caixa retangular cuja superficie
tem 1500 cm? e cuja soma dos comprimentos das arestas ¢ 200 cm.
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